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Kiınkertune. 


Die ebenen Curven vierter Orduung vom Geschlechte drei wurden bezüglich der Systeme vierfach 
berührender Kegelschnitte und Doppeltangenten mehrfach untersneht. Hingegen wurde den Curven Äer Ord- 
nung vom Geschlechte Zwei weniger Interesse zugewendet. 

Herr Brill! bat zuerst mit Hilfe des Jaeobi’schen Umkehrproblems die Systeme vierfach berührender 
Kegelsehnitte und Doppelangenten für die Curven Ar" Ordnung mit einem Doppelpunkte angegeben. 

Später hat Herr Am eseder? in einer Reihe geomeirischer Untersuchungen über die berührenden Kegel- 
schnitte der Curven vierter Ordnung anch die Curve vierter Ordnung mit Doppelpnnkt und Spitze betrachtet. 

Die nachfolgenden Untersuchungen beziehen sich auf Curven Är" Ordnung vom Geschlechte Zwei. 

In der ersten Abtheilung wurde die Curve 4 Ordnung mit einem Doppelpunkte betrachtet. Im I. Abschnitte 
wurden Erzeugungen dieser Curve angegeben, auf Grund deren man zu zwei kanonischen Gleiehungsformen 
der Curve gelangt. Diese Formen erlauben nun, in einfacher Weise die Gleichungen der Systeme vierfach 
berührender Kegelsehnitte aufzustellen und es warden in I ans diesen Gleichungen mehrere für die Classifieation 
der Systeme von Doppeltangenten scht wichtige Sätze aufgestellt und bewiesen. Aul Grund dieser Sätze 
gelingt es, die 16 Doppeltangenten in die 30 Systeme der vierfach berührenden Kegelselnitte einzuordnen, 
und ich habe in III zwei diese Anordnung darstellende Tabellen angeben, 


1 Brill, „Über diejenigen Cnrven. deren Coordinaten sieh als hyperelliptische Funetionen eines Parameters darstellen 
lassen“, Crelle, Bd. LXV, p. 233 — und „Note über Doppeltangenten einer Curve Arer Ordnung mit einem Doppelpunkte*, 
Mathematische Annalen, Bd. VI, S. 66. 

2 Ameseder, „Geometrische Untersnchung der ebenen Curven 217" Ordnung“, Sitzungsberiehte der kais. Akademie der 
Wissenschaften in Wien, Bd. LXXXVII, 5. 15. 
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Im IV. Abschnitte wurden die zur Curve adjungirten dreifach berührenden Kegelschnitte betrachtet nnd 
die 16 Systeme dadureh charakterisirt, dass jedesmal die sechs Doppeltangenten angegeben wurden, welche 
in einem solchen System auftreten. Die daselbst gegebene Tabelle stellt diese Anordnung vor. 

In der zweiten Abtheilung wurden besondere Curven vom Geschlechte Zwei betrachtet. Und zwar solche 
Curven, welche in dem Doppelpunkte einen oder zwei Wendepunkte besitzen, und schliesslieh wurde die 
Curve 4t Ordnung mit einer Spitze betrachtet. Es wurden bei derselben die Systeme vierfach berührender 
Kegelschnitte, sowie auch die Systeme der adjungirten dreifach berührenden Kegelschnitte angeben und die 
Einordnung der Doppeltangenten dieser Curve in die Systeme der Kegelschnitte bewirkt. Zwei daselbst auf- 
gestellte Tabellen veranschaulichen diese Einordnung. 


Erste Abtheilung. 


In der ersten Abtheilung setzen wir eine Curve Aer Ordnung mit einem Doppelpunkt voraus, dessen 
Tangenten die Curve noch ausserhalb in einem Punkte treffen, so dass kein Wendepunkt im Doppelpunkte liegt. 
Die ım I. Abschnitt angestellten Betrachtungen fordern zwar nicht überall diese Voraussetzungen, und es ist 
leicht, die Beschränkung anzugeben, welehe mit dem Fallenlassen derselben eintreten. Um aber nicht zu weit- 
läufig werden zu müssen, wurde an den Voraussetzungen festgehalten und etwaige Bemerkungen wurden in 
der zweiten Abtheilung gemacht, insoweit sie für die dort betrachteten Curven erforderlich erschienen. 


l. Erzeugung der Curve Aier Ordnung mit einem Doppelpunkte. 


1. Bezieht man einen Strahlenbüschel ein-eindeutig auf die Kegelschnitte eines Systems vom Index 2, so 
ist der Ort der Schnittpunkte entsprechender Öurven eine Curve Mer Ordnung, welehe im Scheitel des Strahlen- 
büschels einen Doppelpunkt besitzt. 

Sind A, B lineare, ©, H quadratische Funetionen der Coordinaten, so möge 


A—-B=0O (1) 
die Gleichung des Strahlenbüschels und 
9.+2?M+09,%—=0 (2) 


die Gleichung des Kegelschnittsystems vom Index 2 sein, und es mögen einander die Curven (1) und (2) 
entsprechen, welche dasselbe à besitzen. Die Gleichung des Erzeugnisses von (1) und (2) ist dann 


b =Æ 0, B’+2HAB+0, A= 0 (3) 


und zeigt, dass die Curve P = 0, die wir auch einfach b nennen wollen, in den Sehnittpunkten der Geraden 
A und H einen Doppelpunkt besitzt. Die Kegelschnitte (2) hüllen eine Curve Aer Ordnung 8, ein, deren 
Gleichung 

8, = H?— 0,0, = 0 (4) 
ist. 

2. Es ist aber auch umgekehrt möglich, jede vorgelegte Curve Aer Ordnung P mit einem 
Doppelpunkte d anf die angegebene Art zu erzeugen. 

Es mögen die Punktepaare, welche die Geraden A, B, ©, X... durch d auf ® ausschneiden mit oe, 
bE, cy, x... bezeichnet werden. Sie bilden die Gruppen der einzigen linearen Schaar von Gruppen zu 
zwei Punkten g), die auf der hyperelliptischen Curve ® auftreten kann. Ferner mögen durch e Curven 
3‘ Ordnung bezeichnet werden, die durch den Doppelpunkt von ® gehen, also zu P adjungirt sind. 

Es sei K ein Kegelschnitt, der dureh das Paar mu von ® geht und diese noeh in sechs Punkten, die wir 
(K) nennen wollen, trifft. Dann geht durch (X) und irgend ein Paar aa von P noch ein Büschel von Curven 
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Dier Ordnung 7, denn A zusammen mit X stellt eine a dar, welehe die Gruppe mm von ® enthält, mithin 
geht dureh den Restschnitt von A.K mit P noch genan ein Büsehel von Cnrven p, welcher die a aus: 
schneidet, zu welcher Schaar die Gruppe mu gehört. 

Wir bezeichnen durch o., die Curve des Büschels durch (K), d, az, welehe das Paar xé auf ® aus- 
schneidet. 

Durch ua legen wir einen willkürlichen Kegelschnitt ©.. Dieser wird von der Curve y., ausser in aa 
in einem variablem Quadrupel (r) geschnitten, so zwar, dass die vier Punkte (r) und wé anf einem Kegel- 
schnitte liegeu, den wir mit ©, bezeielimen wollen. Es bestimmt nämliel ,, mit X. ©, einen Büschel von Curven 
3ter Ordnung, dessen Basispunkte az. wg, d, (x) sind, und da agı? auf einer Geraden liegen, so liegen die 
sechs übrigen xé, (x) auf einem Kegelselmitte, 

Beschreibt zé die Curve P, also pes den Büschel, so wird der Kegelsehnitt ©, ein System durchlaufen, 
welehes auf den Büschel ga, und also auch auf den Strahlenbüschel, den A beschreibt ein — cindeutig bezogen 
ist, und von dem wir zeigen werden, dass es den Index 2 besitzt. Vor Allem ist klar, dass auch A diesem 
System angehört und als ©, zu bezeichnen wäre. Aber auch ©, gehört zu diesem System. Das System bleibt 
nämlich ungeändert, wenn man zu seiner Erzeuzung an Stelle des Kegelschnittes ©, und des Büschels p, 
durch d, aa, (K), den Kegelsehnitt ©, und den Büschel y, durch d, ez (A) nimmt. 

Denn, sei ©, einer der Kegelschnitte des Systems, welcher durch ae und das Quadrnpel (y) auf ©, 
bestimmt ist, in welchem gae, den 9, trifft, so kann gezeigt werden, dass o., durch die vier Sehnittpunkte 
von ©, und ©, geht. Findet diess statt, so kann ©, auch mit Hilfe von ©, und der Curve pey erhalten 
werden. 

Nun sind Op. Qay ind ©,.9,. zwei Curven Dier Ordnung, deren 10 Sehnittpunkte az, (y), Gel auf dem 
Kegelselmitte ©, liegen, mithin geht durch die 15 übrigen eine Curve 36" Ordnung. Diese Punkte sind aber 
(K), d, wë, yn und die vier Schnittpunkte von ©, und ©,, also geht die Curve gay, welche durch (X), d, 
xé, yn bestimmt ist, auch dureh die Schnittpunkte von ©, und O,. 

Da nun g, den ©, in dem Quadrupel (w) trifft, welches auf ©, liegt, denn durch dieses wurde ©, 
erhalten, so ersicht man, dass ©, auch zum System der Kegelselnitte gehört. 

Es kann aber auch an Stelle von A irgend ein Kegelsehnitt ©, des Systems gewählt werden, welcher 
das Paar z» enthält. Legt man nämlich durch die Scehnittpunkte der Curven 3t Ordnung A.O, und An. 
den Büsehel von Curven 3" Ordnung, von dem die frühere pe, eine Curve ist, so trifft jede die P noch in sechs 
variablen Punkten, die stets auf einem Kegelschnitte des Systems liegen. Denn sci ci die Curve, welehe in 
der Gruppe (AK) von sechs Punkten trifft, dann geht durch (A) und daa ein Büschel von Curven >, welche 
die g® aus dr ansselmeiden, da zl, die Gruppe ws der ol" enthält. 

Da nu die drei Punkte daa auf A liegen, so liegen die sechs Punkte (X) auf einem Kegelschnitte, der 
noch ein Paar aa der oi von enthält, denn A in Verbindung mit dem Kegelselmitte bildet auch eine 9, 
welche eine Gruppe der gU, ausschneiden muss. 

Wenn nun gezeigt wird, dass der Büschel von Curven g'a durch (W), d, aa mit ©, dasselbe System ©, 
erzeugt, wie es früher eonstrajrt wurde, so ist der Kegelschnitt durch (JY) offenbar ein Kegelsehnitt des 
Systems. i 

Betrachten wir den Büschel von Curven p, durch d, ax, iW) und der Curven zi, durch d, «x, (I), so 
schneiden beide die Paare der ol aus dr ans, und die Büschel werden zu einander projectivisch, wenn man 
diejenigen Cnrven einander zuweist, welche dasselbe Paar x von «b enthalten. Diese projeetirischen 
Büschel o, und zi, erzeugen daher ausser ® noch einen Kegelschnitt, der dureh oz geht. Da nun yes und 
ei auch entsprechende Curven sind, die sich ausserhalb ab noch im Quadrupel Le) schneiden, so geht 
der Kegelsehnitt durch «x und (x) und ist also mit ©, identisch. Hieraus folgt aber, dass entsprechende 
Curven ay md za der beiden Büschel in denselben vier Punkten (y) von ©, einander schneiden miissen, 


und dass daher die Kegelschnitte ©,, welche (y) mit yn verbinden, auch dureh den Büschel 9, erhalten 


werden. 


Denkschriften der malhem.-nalurw. CL LI. Bd. Abhandlungen von Nichlmitgliedern. q 
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Hieraus folgt, dass man die Kegelschnitte ©, auch erhält, wenn man durch die sechs Punkte, in denen die 
Curven o des Büschels 19,+X0=0 die d, noeh schneiden, stets den Kegelschnitt legt. Derselbe schneidet 
dann b noch in dem Paar nv. Durch den Punkt a geht also der Kegelsehnitt ©, des Systems, welcher auch 
den Pınkt v enthält und mittels des Quadrapels (o) auf ©, bestimmt wird, in welehem pan den ©, sehneidet. 
Es geht aber dureh z noch ein zweiter Kegelsehnitt ©, des Systems, der ein anderes Paar vu enthält, und 
der auf die eben angegebene Art erhalten wird, indem die Curve des Büschels 10,+2X0, = 0, welehe durch 
n geht, die P in einer Gruppe (W) von sechs Punkten schneidet, zu der » gehört, und welche den Kegelschnitt 
O, bestimmt. 

Dureh einen Punkt von P gehen also wenigstens zwei Kegelschnitte des Systems, nämlich ©, und Oy, von 
denen der erstere auch v enthält, der letztere aber ein Paar wa aus P aussehneidet, das von nv ver- 
schieden ist. 

Wir wollen nun zeigen, dass das System der © auch in der That blos den Index 2 besitzt. 

Die Kegelsehnitte © hüllen eine Enveloppe ein, und zwar wird ein Kegelsehnitt O, von dem benachbarten 
vi. in einem Quadrupel [a] getroffen, in welchem ©, die Enveloppe berührt. Wir haben aber gezeigt, dass 
die Curve yes welche das Paar wé aus b anssehneidet, ©, in dem (uadrupel (x) ft, welches mit xg den ©, 
bestimmt. Die Curve pea des Büschels, welche also P in az berührt, trifft mithin ©, in dem erwähnten Qua- 
drupel [a]. Man erhält daher die Qnadrupel [x] auf der Enveloppe des Systems der ©., wenn man ©, mit 
der Curve p. schneidet, die dureh die Gruppe (A) und d geht und P in es berührt. Offenbar erhält man dic- 
selben Quadrupel, wenn man an Stelle von o., die Curven el, benützt, welehe dureh (K^) und d gehen und db 
in wé berühren. Da sich nun die Curven el und pus ausser in d und zë nur noch in dem Quadrupel [x] treffen, 
so kann man diese Quadrupel auf der Enveloppe und mithin die Enveloppe selbst dadurch erhalten, dass man 
xë die Curve © durehlanfen lässt und den Ort der vier noch fehlenden Sehnittpmnkte der Curven pes und el. 
bestimmt. 

Zu diesem Behufe wollen wir zeigen, dass die Curven ga, welehe dureh die 7 Punkt (K) und d gehen 
und ® in wé berühren, ein System vom Index 2 bilden. Das lineare Netz der Curven g, welche dureh d und 
(W) gehen, schneidet ® in Gruppen von vier Punkten, die stets Paare ez yn von gP sind. Denn wir salıen, 
dass durch aa ein Büschel dieser Curven geht, welcher die ol!" aus dr ansschneidet, also geht dureh ng eine 
bestimmte dieses Büschels. Dann geht aber dureh xé, (K) und d wieder ein Büschel von Curven y, welcher 
die g) ausschneidet, da eine ọ das Paar «a enthält, also geht eine bestimmte dureh yy. Durch (K) d, x, y ist 
aber stets eine nnd nur eine p bestimmt. Denn würde ein Büsehel dureh diese Punkte hindureh gehen, so 
würde derselbe auf ® eine gh) ausschneiden, «die von der dureh die Strahlen von d bestimmten versehieden 
wäre, was unmöglich ist. Legt man also dureh r, y die Curve des linearen Netzes, so geht sie auch durch & 
md n. 

Sei nun Z ein willkürlicher Punkt der Ebene, so gelit dureh denselben ein Büschel von Curven o. Die- 
selben schneiden pp in den Paaren aa, dB auf den Strahlen A, B von d, und diese Strahlenpaare bilden 
eine quadratische Involution. Denn seien Qas, Pur zwei Curven des Büschels durch 2, welehe die Paare 
auf den Strahlen AB, H II aus dr ausschneiden, so bestimme man dureh die zwei Strahlenpanre AB, UI 
eine quadratische Strahleninvolution und beziche ihre Paare projeetiviseh aut die Curven 9 des Büschels 
durch #; so dass den Paaren AB, ADB’ die Curven pess paron entspreehen. Als drittes Paar entspreehender 
Curven ordne man dem Strahl di die in diese Gerade und den Kegelsehnitt W, dureh (AT) zertallende 
Curve 3'e Ordnung zu. Die Strahleninvolution und der zu ihr projeetivische Büsehel von Curven 3t Ord- 
nung erzeugen zusammen eine Curve Dier Ordunng, die den Strahl d als Theil enthält, Der Rest, eine Curve 
ter Ordnung, hat in d noch einen Doppelpunkt, geht durch (W) sowie aa, dB, œa’, H BI auf ir und muss 
daher mit P identisch sein. Die Involution, welehe dureh die zwei Paare AB, A'B’ bestimmt ist, hat nun 
zwei Doppelstrahlen nnd diese selmeiden ® je in einem Paare, in welchem je eine Curve des Büschels die 
dh berührt. 

Durch £ gehen mithin zwei Curven a, welche ds in je einem Paar der oi" bertihren. 
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Die Curven Ges sowie gey welche dureh (X), resp. (A’) und d gehen nnd ® in vë berühren, bilden daher 
ein System vom Index 2, und sind durch die Paare wé von ® beide Systeme auf einander ein-eindeutig 
bezogen. Ihr Erzeugniss ist mithin von der 2.3+2.3 = 12t Ordnung. Zu diesem Erzeugnisse zählt dr dop- 
pelt, also ist der Rest eine Curve 4'er Ordnung K, Da wir nun sahen, dass der Ort der Selmittpunkte 
der Curven gr nnd 9’, die wicht anf dr liegen, die Enveloppe des Systems der Kegelschnitte © ist, so 
ersehen wir, dass die Enveloppe des Systems der © eine Curve 4r Ordnung &, ist, und dass mithin 
der Index des Systems der Kezelschnitte 2 sein muss. Iiemit ist die im Eingange aufgestellte Behanptung 
erwiesen. 

Um dieses System der © nnd damit anch A, zu bestimmen, hatten wir die Wahl zweier Kegelschnitte Oa, 
H. freigestellt, nur mussten diese durch je ein Paar ve, resp. mp von dr gehen. Die Kegelsehnitte können 
hiebei auch als zerfallende angenommen werden, mr nicht so, dass eine von den Geraden das Paar aa, resp. 
mp trägt, da wir voraussetzten. dass O4, On wicht dureh d gehen sollen. 

3. Die Enveloppe A, des Systems der Kegelsehnitte 9 berührt P in allen Punkten, in 
denen sie dieser Curve begegnet. 

Denn sei s ein Punkt von Kp, der anf dr liegt, so wird die Curve gu, welehe P in s berührt, den Kegel- 
schnitt ©, ausser in sa noch in dem Quadrupel [s] treffen, das auf si, liegt. Da aber ein Punkt von A, also 
von [s], in den Punkt s fällt, so muss y, den Kegelsehnitt ©, in s berühren, also anch AM, da ©, und VM. cinan- 
der in [s] berühren. 

Die Kegelschintte in ©, bilden ein System vierfach berührender Kegelselmitte von R, 

Die acht Berührungspnnkte von, anf® bilden die Basispnnkte eines Curvenbüschels 
str Ordnung, dessen 9% Punkt d ist, und dessen Curven daher ans ® die Paare «x ausschei- 
den, während sie &, in den Gruppen jl treffen, welche mit «oz auf demKegelschnitte O, lic- 
gen, der &, in [a] berührt. 

Denn aus den Gleichungen (3) und (4) folgt 


A R tee, BHA HP, (5) 
d. bh die Curve dritter Ordnung 


vn. B+Al=0 (6) 


geht dureh die acht Berührungspunkte von S, und P. Sie geht aber auch durch d und das Paar au auf A = 0 
und 6.0. Hierans folgt aber, dass dureh die acht Berührnngspnnkte von St, anf dr ein Büschel von Curven 
dritter Ordnung geht, die d enthalten und aus b die g) ausschneiden, da die Curve (6) eine Gruppe der 
Schaar enthält. Denkt man also A variabel und den Büschel dnreh d beschreibend, so wird die Curve 3" Ord- 
nung (6) auch den Curvenbüschel beschreiben md ©, aus (5) das System der Kegelsehnitte, welches aus œ 
die Paare auf eA und ans A, die Quadrnpel Jul ausselmeidet. Die Identität (5) zeigt auch, dass A8, in den 
Sehnittpunkten mit ©, von diesem berührt wird, und dass dieses@Quadrnpel ans X, dureh die zugehörige Curve 
Aler Ordnung (G) ausgesehmilten wird. 

4. Denkt man sieh dureh die acht Punkte, in denen Q, und e einander berühren, den Büsehel von Cur- 
ven 4er Ordnung gelegt, dessen Cnrven sich alle in den acht Punkten berühren, so wird jede Curve C, dieses 
Bitsehels von den Gurven 3% Ordnung dureh die acht Punkte in einer Sehaar von Quadrnpeln gesehnitten, in 
denen je ein Kegelschnitt die C, berührt. Unter diesen Curven C, tritt dann aneh unsere Curve bp mit dem 
Doppelpunkt in d. der Basispunkt des Unrvenbüsehels 3° Ordnung ist, auf, Diese Curve «b wird von dem 
Büschel 3t Ordnnng ausser in d nur in Paaren qa geschnitten imd das System der vierfach berührenden 
Kegelselmitte übergeht für diese in die doppeltgezählten Graden dureh d, welche die Paare aa tragen. 

Hat man irgend zwei Curven Air Ordnung C, CJ, die sich in acht Punkten berühren, so zwar, dass dureh 
die acht Punkte kein Negelsehnitt geht, so wird jede Curve des Büschels Her Ordnung C, +10, =0 von den 
Cnrven ter Ordnung dureh die acht Punkte in Quadrupeln geschnitten, in welehen vierfach berührende Kegel- 
schnitte an die Curve Aer Ordimng möglich sind. Durch den 9! Basispunkt di des Ünrvenbüschels 


q* 
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3r Ordnung geht eine Curve Aer Ordnung P= C, +} C/=0, welehe in d’ einen Doppelpunkt 
besitzt. Denu der Curvenbüschel 2777 Ordnung schneidet eine Curve Aer Ordnung des Büschels z.B. C,, wie 
eben erwähnt, in Qnadrupeln nnd sei der Kegelschnitt, welcher C, in einem solchen Quadrupel berührt, ©’. 
Dann bilden die pi ein System von Kegelschnitten vom Index 2, das ein — eindentig auf den Curvenbüschel 
3'r Ordunng bezogen ist, dureh die Quadrupel anf C,. Beide Curvensysteme erzengen daher ausser C, noch 
eine Onrve Aer Ordnung, die m dl. welcher Punkt nicht auf C, liegt, einen Doppelpunkt besitzen muss. Diese 
muss mit ®’ identiseh sein, da sie C, in den acht Basispunkten des Cnrvenbüschels 3! Ordnung berührt, wie 
man aus der Erzengung leicht ersicht. 

5. Ilat man nun nmgekelirt irgend eine Curve Aer Ordnung C, welche dr in acht Punkten berührt, dureh 
die ein Büschel von Curven 367 Ordnung geht, dessen Cnrven nicht alle zerfallen (indem die acht Punkte nicht 
auf einem Kegelschnitte liegen sollen), so sehmeidet der Büsche] von Curven 3! Ordnung, die Curve dr in Qua- 
drupeln, in denen vierfach berührende Kegelsehnitte möglich sind. Gehört d nicht zu den Basispunkten des 
üschels, so werden die Curven des Büschels 3!" Ordnung in vier variablen Punkten die P schneiden, in 
denen stets ein berührender Kegelselmitt an P möglich ist. 

Liegt aber d auf allen Carven e des Büischels 3" Ordnung, dann schneiden die Cnrven 
y anf ẹ dier ans, und wir wollen zeigen, dass die vier Punkte [a], in denen 9, noch die 
Curve C, trifft, welehe b in den acht Punkten berührt, mit dem Paar ve, welches sie anf & 
ausschneidet, auf einem Kegelschnitte O, liegen, der C, indem Quadrupel [a] berührt. 

Dieser Satz folgt zwar direct ans dem sub 4. bewiesenen Satze, soll aber hier noch auf einem anderen 
Wege bewiesen werden. 

In dem Bischel von Unrven 6° Ordnung 


Je +A’ C = 0 
ist nämlich die Curve ẹ enthalten, also muss für A = A die Identität 
[pa] + NAC — b.0 


bestellen, wo © =0 ein Kegelselmitt ist, der %, in den vier Schnittpunkten von yae berührt und dureh die 
Punkte ax geht, in denen A die 9, trifft, die auch auf & liegen. 

Es möge bemerkt werden, dass nicht vorausgesetzt wurde, dass C, irredueibel sei, sondern dass alle 
Betrachtungen anch für beliebig redneible Curven C, gelten, die ® in aeht Punkten berühren, sobald nnr diese 
Punkte nieht auf einem Kegelsehnitte liegen, also C, keinen doppelt gezählten Bestandtheil enthält. 

6. Aus dem Voranstebendem folgt noch: Hat man acht Punkte anf P so bestimmt, dass als 
Her Basispunkt für den Büschel von Curven 5t Ordnung der Doppelpunkt d hinzutritt, so sind 
die acht Punkte Berührungspunkte eines Büsehels von Curven Aer Ordnung und irgend cine 
C, desselben kann dazu dienen, ein System © von Kegelschnitten zn bestimmen, welches 
C, vierfach berührt und ans db die all ausschneidet. 

Denn sei 9, die Curve des Büschels 3! Ordnung, welche dureh das Paar oa geht, dann selneidet [94]? = 0 
die P=0 in dem vollständiger Sehnittpunktesystemm einer Curve 6"! Ordnung. Da nun [A]?=U durch die 
Punkte a, o, d geht, so liegen die 16 in den acht Punkten vereinigten Schnittpunkte auf einer Curve 4 Ord- 
nung C, oder dureh die acht Punkte geht eine die dr daselbst berührende Curve 4 Ordnung. Diese kann wie 
in 5. gezeigt wurde, zur Construction des Systems der © benützt werden. 

Von den acht Punkten des obigen Satzes kann man sechs willkürlich, nur nieht anf einem Kegelschnitte, 
auf ® annehmen. Denn legt man durch d, az nnd sechs willkürliche Punkte von ® die Curve 9 der 3t Ord- 
nung, so schneidet sie ® noch in zwei Pnnkten, die mit den sechs angenommenen zusammen die Basis eines 
Cnrvenbiüschels 3t Ordnung bilden, welcher aus ® die oli ausschneidet. 

7. Nimmt man zur Erzeugung einer Curve Aer Ordnung D als System von Kegelschnitten speciell eine 
Kegelsehnittsschaar, mit den vier festen Tangenten D, D,, Dy Dy indem man die Kegelselwitte dieser Schaar 
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projeetivisch anf die Strahlen eines Büschels bezieht, so sind die Geraden D; Doppeltangenten von ®. Durch 
die acht Berührungspunkte derselben geht nach Früherem ein Büschel von Curven Br Ordnung y, welche alle 
den Doppelpunkt d von d enthalten. Die Curve y,, welehe ® in dem Paare ax schneidet, trifft D; in den 
Punkten æ, so dass die sechs Punkte o. a. did, €z, auf einem Kogelsehnitte der Sehaar liegen, der also in 
a; die Gerade D; berührt. 

Ist da der Sehnittpunkt der Geraden D,D,, so treten unter den Kegelsehnitten des Systems anch die drei 
doppeltgezählten Geraden da day la, 
T, des Büschels vom Scheitel d in 4, 1,, fg treffen, dann müssen 7). 7, T} Tangeuten von P in 4, 4, d sein. 


Ag bg anf. Sie mögen die ilmen entsprechenden Strahlen 7), Tp, 


Die Curve 31 Ordnung o, des erwähnten Büsehels, welehe dureh 7, geht, berülrt dr daselbst und muss 
durch die Punkte d, d,, gehen, da sie in den vier Berührungspimkten des zerfallenden Kegelsehmittes der 


Schaar die Taugenten D, tretten muss. 


Po a a H EI EI - Or ip 
aa la a Alt e ma a uer 7, eae war das 


Dreieek, welehes diese bilden, als Coordinaten-Dreieek zu Grunde, so können wir die Gleichungen der vier 


Tangenten in der Form: 


1 
` 
E 
il 


Den, = (7) 


E Sai H 
annehmen. Die Gleichung der Schaar wird dann 

a E =f Ze) (|| 

Hl, nt, (8) 


indem die Enveloppe der Kegelschnitte dieses Systems die Gleiehung 


(itri dre D D DD, Gu (9) 
hat, dieselbe also aus den vier Geraden (7) besteht. 
Setzt man nun 
N Ze S 
dE EE (10) 


SEN = 7 = EN 
I = A Ti g Ta Hby Ta 
und bezieht den Strahlenbüschel 
rm EA nr ` 
1T, —à1,=0 (11) 
durch A eindeutig auf die Schaar (8), so erzeugen dieselben die Curve Ar" Ordunng, deren Gleichung 
e „u rm 2 _a an EE EE EE 9\ 
2 SE EE (12) 
ist, die in dem Scheitel des Büschels (11) einen Doppelpunkt hat, nnd deren zwei Tangenten aus demselben 
die Geraden 7, =0, 7,=0 sind. Eine dritte Tangente ist die Gerade — ,=T, +T,=0 und ihr Berührungs- 


punkt ist der Selinittpunkt mit z= 0, d. h. der Punkt f, von br, 
Die noch fehlenden drei Tangenten von dein Doppelpunkte an P ergeben sich ans der Bedingung, dass 





der Kegelsehnitt (5) die Gerade (11) berühren soll. 
Die Bedingung ist in A vom Dier Grade i. A, wird aber, da hier = oo eine Wurzel werden muss, indem 
derselben die doppelt gezählte Gerade 7, =0 entspricht, welche jede Gerade der Ebene berührt, blos vom 


Dien Grade. In der That ergibt sich die Gleichmg 


140 De, 
0 AH) D Wh, y i enee e an A 
o N AR, = AUA) nts Ab ËU Al Date (ot Ale, d3) 


a—ıb, erha u —Ab, U 
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welche in à vom 5t Grade ist und die zwei Wurzeln A= 0, A= ` 1 besitzt, für welehe der Kegelschuitt (8) 
in die doppelt gezählten Geraden 7, =0, resp. 7, = 0 zerfällt; die drei übrigen Wurzeln hängen von den a; 
und bab. 

Beachtet man, dass 7,+7,+7,=0 ist, so ersieht man. dass die Gleichung der Curve db noch in folgen- 
deu zwei Formen gesehricben werden kanu: 


Il 


ee Me = (12a) 
in ,00. _ _ E E A (4.20) 

Wie in 3. allgemein gezeigt wurde, ergibt sieh die Curve 3t Ordnung, welehe dureh die acht Berüh- 
rungspunkte der vier Doppeltangenten, sowie dureh d und $, resp. 4, gelt ans den sich hier direct einfach 
ergebenden Identitäten: 


Ia HE D D D Ft =, ee eer SR (14) 
/,13.D,D,D,D,-+ = = LG e e A 
Setzt man 
E= dé T, a — TiTe (15) 
Meı.harz seo ih, 
so ersieht man, dass der Strahlenbüsehel (11) anch mit dem Curvenbüschel 3!" Ordnung 
ehr N HT) +2AT HT) =0O (16) 


welcher durch à auf den ersteren projeetivisch bezogen ist, die Curve P erzeugen. 

Die Berührungspunkte der Curve dr auf den Doppeltangenten können dureh Kegelselmitie ausgeschnitten 
werden, die dureh den Doppelpunkt nnd zwei der Punkte ?,, 4. #4 gehen. Die Gleichungen dieser Kegel- 
schnitte ergeben sich einfach ans (12), mud zwar liegen die Berührungspunkte 


von D,=0O anf den Kegelselmitten A, = 7,537 =0, KH, =r; 171 = 0, Kanz ew 35, —=0 


a EE , Klee fe = O, Kaes eneen Tun K= Det = 
, uecht — R Ries after ett eebe nt EI Een um 
z D = TEE o EE S 


wie man leicht erkennt. Denn z. B. für D)—=0 also —, zz 3r, wird dir, ge 71)? aus (12) sich 
ergeben. 

Man ersiebt hieraus, dass die vier Berührnngspuukte je zweier Doppeltangenten auf einen der Kegel- 
sehnitte liegen, der durch d nnd zwei der Punkte ti, /,, f geht. 

8. Wir haben in 2., 5.6 gezeigt, dass, wenn man durch zwei Paare «a,;b3 von ® eine adjungirte Curve ọ 
der 3t Ordnung legt, dieselbe P noeh in sechs Punkten trifft, dureh welche ein Netz adjungirter Curven o 
geht, von dessen Elementen jedes ® in zwei Paaren trifft, und in welchem jeder Büschel solche Gruppen aus P 
ausschneidet, die aus dem Doppelpunkt d dureh eine quadratische Involution projieirt werden. 

Legen wir nun durch die Paare ag, bE auf den Strahlen A, B einen Kegelschnitt ©, der $ noch in vier 
Punkten trifft, so wird der Büschel von Kegelsehnitten dureh diese vier Punkte aus ab Punktgruppen aus- 
schneiden, die aus d dureh eine quadratische Invohition projieirt werden, welehe auf die Kegelsehnitte des 
süschels projeetivisch bezogen ist, durch die Punkte von d, Denn O wird durch irgend eine dureh d gehende 
Gerade T zu einer 9 ergänzt nnd der Büschel von Curven y, der dureh einen beliebigen Punkt von P 
bestimmt wird, besteht ans dem Kegelsehnittsbüschel, der eben erwähnt wurde nnd aus 7. 

Wir denken nns die Involution im Doppelpmnkt d bestimmt, durch die Paare 4, D und das Strahlenpaar 
AR 1 Od d = = —0, so dass wir als Gleichung der Involntion 


(A+BY)n+2J4b = (18) 
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ansetzen können. Ferner wollen wir voraussetzen, dass der Kegelschnitt Ji zu durch die Paare geht, welehe 
4A?+ B?=U aus b ausschneidet, dann wird der auf die Involution (13) projeetiviseh bezogene Kegelschnitts- 
büschel die Gleichung 





nu (19) 
haben, und dureh Elimination von uv ergibt sieh 
bp = (+ BSO +2 =V (20) 


als Gleichung der Curve 4" Ordnung, Das System der Kegelselmitte, welches mit dem Strahlenbüschel 
A—}B = 0 diese Curve p erzeugt, hat die Gleichung 


O(P) + 2H) = U 


und die Curve 4°" Ordnung S,, welche das System einhüllt, besteht aus zwei Kegelschnitten des Büschels 
te] 41 A H ke 
(19), da 
H, = H’—o’=(l-9)(14+6) 
wird. 
Wir nehmen statt des willkürhiehen Kegelschnittes © die doppelt gezählte Gerade Ja, welche die Punkte 
ty, fe mit einander verbindet., deren Tangenten F), 7, dureh d gehen. Die Gerade 7; schneidet ausser in den 


zwei zusammenfallenden Paaren f 1, die P noch in den Punkten o, o, und der Büschel (19) wird die è in 


2 
diesen Punkten berühren. Seine Gleiehung wird 
Tu (21) 
sein. Die Involution (18) übergeht in 
(R+T Del E 
nnd die Gleichung der Curve 4 Orduung wird 
Pe ri und, (23) 
Dieselbe wird auch erzeugt durch den Strahlenbüschel 
rn a DEE 
Kell 
nnd das System der Kegelsehnitte 
ir 


IHR HI U, 2D 


welches als Enveloppe die beiden Kegelsehnitte 


ee 


12 


besitzt, die dr ausser in «,, a, noch in den Schnittpunkten von P mit 7, + T, =0, resp. T,—T, =0 berühren. 
Wir wollen diese Geraden mit Ti, und 7), bezeichnen und die Punkte auf denselben mit Ze, resp. (ei 

9. Die Curve Aer Ordnung mit einem Doppelpunkte besitzt 13 Constanten, indem das Auftreten eines 
Doppelpunktes eine Bedingung involvirt. Diese Constanten treten in die Coötticienten der Gleichung der Curve 
ein. Denkt man sieh die Curvengleiehnng auf ein anderes Coordinatensystem transformirt, so kann man durch 
die acht eingeführten Transformationseonstanten acht Constanten der Curve willkürliche Werthe (innerhalb 
gewisser Grenzen) geben und es bleiben dann nur fünf Constanten übrig, deren Zahl dureh Iimcare Transfor- 
mation nicht verringert werden kann, und von denen die Curve wesentlich abhängt. 

Die Gleichungen (12) und (23) sind kanonische Formen für die Curve Arr Ordnnag, indem 
sie blos von fünf wesentlichen Constanten abhängen. 

Denn legt man als Coordinaten-Dreieck in (12) das zu Grunde, dessen Seiten 7, =0, 7, =0, 7 =0 sind, 
so enthält (12) nur fünf wesentliche Constanten, nämlich die Verhältnisse der sechs Grössen a, H aus (10). 

Eine vorgelegte Gleichung einer Curve 4t Ordnung kann auf S0 wesentlich verschiedene Arten auf eine 
solehe kauonische Form gebracht werden, wobei dic drei Formen 12, 12a, 12b als nieht wesentlich verschie- 
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dene anzusehen sind, wie wir später bei der Untersuehung über die Systeme der Doppeltangenten zeigen 
werden (vergl. 11H, snb 25., S. 140). 

Für die Gleichung (23) nehmen wir das aus 71 =0, ,=0, T,=0 gebildete Dreieck als Coordinaten- 
Dreieck. Dasselbe besteht daher aus zwei Tangenten aus dein Doppelpnukte von P nad der Berührungssehne 
derselben. 

Es treten in (23) nur die sechs Coöffieienten in H auf, welches eine quadratische Function von Th Tp 
T,, wird. Man kann dann in P statt Te auch e. T,, einführen und e so wählen, dass ein Coöffieient in Z7 einen 
beliebigen Werth erhält, so dass in (23) also eigentlich nur fiint wesentliche Constanten auftreten. 

Da es sechs Tangenten von d an ® gibt, sobald in d kein Zweig einen Wendepunkt besitzt, was wir 
vorraussetzen wollen, so kann die Gleichung von P auf '/,.6.5—=15 wesentlich verschiedene Arten anf die 


Form (23) gebraeht werden. Oder es gibt 15 kanonische Gleiehungs-Formen von der Art (23). 


il. Die vierfach berührenden Kegelschnitte der Curve Aier Ordnung mit einem Doppelpunkte. 


10. Wir haben in 4,, S. 7 gesehen, dass dureh acht Berührungspunkte einer Curve C, mit P ein Büschel 
von Curven Bier Ordnung geht, welcher auf P Quadrupel ausschneidet, in denen ein die P berührender Kegel- 
schnitt möglich ist. Fallen von diesen Qnadrupeln stets zwei Punkte in den Doppelpunkt, d. h. hat der 
Bisehel der Curven 3t Ordnung den Doppelpunkt d zum neunten Punkt, dann ist der Strahlenbüsehel dureh 
d das System der vierfach berührenden Kegelschnitte, indem jeder Strahl desselben doppelt gezählt einen 
solehen Kegelschnitt vorstellt. 

Wir wollen nun voraussetzen, dass der Büschel von Curven 3! Ordnung dureh die acht Berührungspnnkte 
von C, auf P nieht d zum 91° Punkt besitzt, dass also die Curven C, des Büsehels die P in vier variablen 
Punkten treffen. Dann ist offenbar jedes Quadrupel von Punkten [K] so beschaffen, dass ein Kegelschnitt & 
in demselben die P berührt, und je zwei Quadrupel [R] und [R] liegen auf einem Kegelsehnitte X. 

Denn wird [R] von C,, [R] von Ci ausgeschnitten, so geht dureh 16 Sehnittpunkte der Curve 6t" Ordnung 
C-Cl mit P die Curve 4 Ordnung C, also liegen die acht letzten nämlich [R] und [R] auf einem Kegel- 
sehnitte. 

Es sei nun 9 die Curve 3t" Ordnung des obigen Büschels, die dureh den Doppelpunkt d von P geht. Sie 
schneidet P noch in zwei Punkten, die nieht auf einer Geraden mit d liegen können. Denn würde dieses 
eintreten, so ginge dureh die acht Selwittpunkte von y mit P nnd d ein Büschel von Curven 3! Ordnung, 
während wir gerade voraussetzten, dass der 9t Punkt zu den aeht angenommenen nieht d sei. 


Sind die Sehnittpunkte von e mit b, daher f, und £4, so bestimmen di, und dt, zwei 


1 
Strahlen T, 7, von d, die P in und, berühren müssen. Jede Gruppe [£], die von der Curve 
C, des Büschels auf P ausgeschnitten wird, Hegt mit d, t, f, auf einem Kegelschnitte A, 
welcher & in d berührt. 

Denn C, geht durch die Sehnittpunkte von C-— mit P, also besteht die Identität, wenn X und M gewisse 


quadratische Funetionen der Coordinaten sind 
7 7 ee zi t 
Ho Les, C M.b, WR 


wobei also H 0 derjenige Kegelschnitt ist, welcher die acht Punkte enthält, in denen C, von y und C, geschnit- 
ten wird. Es ist ferner K=0 der Kegelsehnitt, weleber durch das Quadrupel [8] geht, in dem €, die b 
schneidet und überdies durch die Punkte £,, #,, in welchen o die œ trifft. Es enthält X aueh den Doppelpunkt d 
von p, und da C, und Cz nieht durch ihn hindurehgehen, muss X die Curve o in d berühren, denn K. C, =0 
schneidet in d die Curve y=0 genau so wie M.P=0 d. h dai. A. M nieht durch d geht, so wie P=0. Da 
nan P=0 die ọ=0 in d in zwei Punkten trifft, so muss dies auch K=0 thun, denn C, geht nieht durch d. 

C3 
sich die Identität. 


war nun eine willkürliche Curve des Dütsches, Lässt man dieselbe mit o zusammenfallen, so ergibt 


K’. C, = y?°— M’ p 
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und aus dieser folgt, dass A’ in d einen Doppelpunkt haben muss, indem jede Curve des Büschels 6'7 Ord- 
uung 9’—?M’b—0 in d einen Doppelpunkt besitzt. Es muss also K'= T, 7, sein d. h. in das Produet zweier 


linearer Factoren zerfallen, Dann folgt aber aus 
m mp ma) ji 2 
Ie ee — Mb, (2) 


dass sowohl 7, =0 als 7, =0 die Curve ® =U in ihren Sehnittpunkten mit y =0 berühren, d. h. 7, und 7, 
sind Tangenten von ® in #, und 4. 
11. Multiplieirt man die Identität (1) mit A und subtrahirt sie von (2) so erhält man die Identität 


[Z —K]O, = [pP —XC,|e | V—M|W, (3) 
aus derselben folgt, dass der Kegelsehnittsbüschel 
ITA Gu (+) 
aus PO dieselben Quadrupel [R] ausselneidet, wie der Curvenbüsehel 3t Ordnung 
y —} 0, = 0, (5) 


d. h. der Büschel von Kegelsehnitten dureh d, ,, t,, welcher in d eine feste Tangente T,, Desitzt, die auch die 
Curve o berührt, selineidet aus p ein System von Quadrupeln [Q] aus. Wir wollen iu der Folge durch [Ñ] 
stets ein solehes Quadrupel von Punkten bezeichnen, in welchem ein die p berührender Kegelschnitt mög- 
lieh ist, 

Unter den Kegelschnitten (4) befindet sieh anch einer, der in die feste Tangente T,, und die Gerade Tu 
zerfällt, welche die Punkte ?,, 4 trägt. Die Te schneidet P noeh in den Punkten e, «,, die Zus in dem Paare 
fr, so dass @,, Ga 4, z ein Quadrupel [St] bilden, das mit dem in 8. gefundenen identisch sein muss. 

Nun haben wir in 8. gesehen, dass dureh die Punkte o. a, auf 7, zwei Kegelsehnitte gelen, welche p 
in o, a, und in dem Paare #, z, resp. (ld berühren. Es bilden also o, gx £, 7 und gu ss t, * je ein Qua- 
drupel [8], resp. [R] und es lässt sich zeigen, dass alle Kegelsehnitte des Büschels durch 4, 4 d, 
welehe entweder Ze oder T/, berühren P in Quadrupeln eines Systems schneiden, und dass 
von den Kegelsehnitten, die dureh dit gehen, es nur diese heiden Büsehel thun. 

Denn sei A ein Kegelsehnitt dureh d A. t,, welcher P in einem Quadrapel [KĘ] selmeidet, in welehem 


der Kegelselhnitt R die P berührt, so ist iu dem Büsehel von Cnrven 4°" Ordnung 


eb? -A?—=0O 


die aus A und 7, T, bestehende Curve enthalten, also muss für ein bestimmtes p eine Identität 





er -K=T.T,.R (6) 
stattfinden. 
Die Form von ® nehmen wir ans der Gleichung (23) in I, S. 11. 
EE ENER (A) 


und da K dureh die Punkte d, ,,t, geht, so kann 
K=aT AoT Ta + RT, 

gesetzt werden, wobei a, b, e irgend welehe Constanten sind. Dann folgt 

ebp RK = (e—bA T Th +6 - NT H + A n BeeT T, ab T Ta — ac T, Ta — 2b TR] T) 

Soll also fiir einen speciellen Werth von p die Identität (6) stattfinden, so muss 
ee 
werden können, d. h. es ist entweder b = e oder b =—.e; dann wird aber 
K =a TT, + (T 3 Dit, (8) 
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d. h. die Kegelsehnitte K müssen entweder die Gerade 7, +7,=0 oder 7, —T', Om Punkte d berühren. 
Diese beiden Geraden aber sind Tip, resp. Zi, welche die Paare tr, resp. #7’ tragen, die mit aja, je ein 
(Inadrupel bilden. 

12. Wir wollen nun auch die Gleichung des Systems vierfach berührender Kegelschnitte der Curve ® auf- 
stellen, welche den beiden die Quadrupel von Punkten ausschneidenden Büscheln durch 6, 4, d, die in d die 
Gerade Dis, resp. Ti, berühren, entsprechen. 

Da die Geraden T, und Tj, die Gleiehungen ,+7,—0, resp. 7 —T,—0 haben, so ist die Gleichung 
der beiden Bischel 


WT TAT E T) Tie 0 (9) 
Nun folgt, dass für ein beliebiges p 
L= [PaT hE (D E D a Hn RE dE KREIEN (10) 


ist, wie die Reduction reehter Hand olıne weiters ergibt. Hieraus ersieht man, dass der Kegelschnitt 


Bm armen 0 (11) 





die Curve P in dem Quadrupel [R] (ausser in #,, 4, d) schneidet, in welehem die Curve P von dem Kegel- 
schnitte 


R= H— Tp —2e( T + Ae 2n R0 (12) 
berührt wird. Hingegen schneidet der Kegelsehnitt 
K= 2T T + (7 Te = 0 (11 a) 
die Curve ® in dem Quadrupel (NL, in welchem der Kegelschnitt 
a H ZH nn e? (12 a) 
die P berühit. 
Für cin variables o stellt die Gleichung (12) ein System von vierfach berührenden Kegelschnitten der 
Curve dar. Diese Kegelschnitte gehören alle dem dureli die drei Kegelschnitte 
Hall, =0, (TI 0, ER 
bestimmten linearen Netz an. Hierans oder aus den einfachen Identitäten für zwei Kegelsehnitte 
EHM 
EE 
ersieht man, da 
e EE AH) Terre T 
ist, dass der Kegelschnitt, welcher durch d und die vier Schnittpunkte zweier Kegelschnitte desselben Systems 
geht, auch dureh die Punkte tt geht und in d dieselbe Tangente T,, besitzt, welche dem System zugehört, 
Aus der Identität 
(a) P=[H- 7 — et AUT e Tr HN MN, 
deren Richtigkeit eine einfache Reduetion ergibt, folgt, dass je zwei Qnadrupel desselben Systems, in welchem 
die Kegelschnitte 8, 8, vierfach berühren auf einem Kegelsebnitte 
C= H item) OI +7) 1. pp 7,7, = 0 
liegen. ! 





’ Aus der Gleichung (12) ersieht man auch, dass die Kegelschnitte & des Systems die Gerade 7T,=0 in derselben 
quadratischen Involution schneiden, wie der Kegelschnittsbüschel 7-72) 3>— 24T, Uu = 0, dass also in dieser Involution der 
Doppelpunkt d von P und ż; ein Paar entsprechender Punkte sind. Dies folgt übrigens auch daraus, dass die Kegelsehnitte 

I i j 8 5 ` 
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13. Wir wollen die Systeme vierfach berührender Kegelschnitte, welehe denselben Tangenten T) T, 
aus d zugeordnet sind und deren Gleichungen (12) und (12a) angeschrieben wurden, einander eonjungirte 
Systeme nennen. 

Beide enthalten als speeiellen Kegelsehnitt des Systems das Taugentenpaar TT. welches für „= oo 
sieh ergibt. 

Wir haben geschen, dass die Gleichung der Curve Aer Ordnung mit Doppelpunkt auf 15 verschiedene 
Arten auf die Form (A) gebraelt werden kann, entsprechend den 15 Combinationen zu Zweien, der dureh d 
gehenden sechs Tangenten von p. Hieraus folgt nun, dass wir entsprechend diesen 15 kanonisehen 
Gleiehungsformen 30 Systeme vierfaeh berührender Kegelsehnitte für ® erhalten, von 
denen Je zwei einander econjungirt sind. 

In jedem System und dem eonjungirten tritt als speeieller Kegelschnitt ein Tangentenpaar aus dem 
Doppelpunkte an ® auf. 

Wir wollen die 30 Systeme von vierfach berührenden Kegelsehnitten oder aueh die Systeme der Quadru- 
pel von Punkten, in denen die Kegelsehnitte berühren, mit [i4] und [7% bezeichnen, wobei i, E die Zahlen 1, 
2, 3, 4, 5, 6 bedeuten sollen und das System (El dem System [i4] conjungirt ist. Beide enthalten als spe- 
eiellen Kegelsehnitt das Tangentenpaar Tp, T). 

Die Kegelsehnitte Kz, welehe die Quadrupel des Systemes [ik] mit d verbinden, gchen dann noch 
dureh $, t und haben in d die Tangente Ze: während die Kegelsehnitte Kh, welche dureh t, t gehen und 
in d die Tangente Th, besitzen, das System der Quadrupel IZ LI aussehneiden, welches dem ersteren eonjun- 
girt ist. 

LH. Ausser den eben gefundenen 30 Systemen von vierfaeh berührenden Kegelschnitten 
gibt es keine Kegelschnitte mehr, welche ® vierfach berühren, ohne durch d zu gehen. 

Denn sei [R] ein Qnadrupel, in welehem ein die ® vierfach berührender Kegelsehnitt & existirt, so muss 
der Kegelschnitt A, welcher durch [R] nnd den Doppelpunkt d bestimmt ist, die Curve hb noch in zwei 
Punkten treffen, deren Tangenten dureh d gehen. In dem Büschel von Curven Aer Ordnung 


p—K’=0, 


welehe alle in d einen Doppelpunkt besitzen, muss diejenige, welehe mit & noch einen Punkt gemeinschaftlich 
hat, in & und einen anderen Kegelschnitt A’ zerfallen, also muss K’, da Q nieht durch d geht, in d einen 
Doppelpunkt besitzen, mithin in zwei Gerade 7, 7’ zerfallen. Ans der Identität 


dh AKiz II 


folgt aber dann, dass sowohl 7’ als 7” die P in den Schnittpunkten von A berühren. 

Geht aber der Kegelsehnitt X, weleher das Quadrupel [St] mit d verbindet durch zwei der Berülhrungs- 
punkte der Tangenten aus d, so ist der Kegeisehnitt $ in einem der 50 erwähnten Systeme enthalten, und 
alle Kegelschnitte, welehe dureh die Berührungspunkte gehen und in d den X berühren, selineiden das 
System aus, zu welchem [K] gehört. 

Anmerkung. Die Quadrupel [8] können, wenn von d an P sechs Tangenten gehen, die 
ausserhalb d berühren, nicht aus zwei Paaren oe, bÊ dergf bestehen. Denn würde ein Quadrnpel 
aus den beiden Paaren «x, bÊ auf A und B bestehen, so würde der obige Kogelsehnitt A=4P werden, und 
aus der Identität 

LEE PB =E T.T.K 
würde folgen, dass T=0 ebenso wie 7’=U mit PÞP=0 in d vier Punkte gemeinschaftlich hätte, dass also 
T=0 und T’=0 Wendetangenten im Doppelpunkt von p wären. Dann gehen aber an P nur mehr vier 
Tangenten, die ausserhalb berühren. Diesen entspreehen 12 Systeme von Quadrupeln, in denen keine Paare 


H einem Netze angehören, in dem 7, Zus 0 ein Kegelselmitt ist. Vergl. A\meseder „Geometrische Untersuchung der ebenen 
Curven t. Ordnung, II. Mittheilung. Sitzungsber. d. kais. Akademie, Bd. LXXXVI, p. 49. 


r 
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aa i. A. auftreten; dasselbe gilt von weiteren 16 besonderen Systemen dieser Curve. Zwei der Systeme 
bestehen dann aus lanter Paaren a«, bP. Die sie ausschneidenden Geraden bilden zwei quadratische Involu- 
tionen in d.! (Vergl. II der zweiten Abtheilung, S. 32.) 

15. Zwei Quadrupel, welche demselben Systeme angehören, liegen stets auf einem Kegelschnitte. 

Zwei Quadrupel [R] und [R], welehe eonjungirten Systemen angehören, bilden die Basis 
eines Büschels von Önrven 3t Ordnung, dessen äer Punkt der Doppelpuukt von P ist. 

Wir beweisen diess, indem wir zeigen, dass sich immer ein System © von Kegelschnitten angeben lässt, 
welches & nnd & je doppelt berührt und aus ® die Paare aa anf den Strahlen A dureh d aussehneidet. Ist 


p= (+T) TR+2 HT R=0 (13) 
die Gleichung der Curve 4 Ordnung, so ergibt sich P durch Elimination von % aus den beiden Gleichungen: 
ht N) 

o = (T — i T (M—A N) + TAN) +21 = O0, (14) 
wobei 
M= m Titom, 1, +m, Tie 
N=n,T+%,T,+n,T; 
ist. Die Constanten m;, n; sollen dann so bestimmt werden, dass die Enveloppe des Systems der Kegelsehnitte 
© = 0 aus den beiden Kegelschnitten 
SI nel (15) 
Ve ie en Ve 
besteht. Denn dann wissen wir aus I. 3., dass die acht Berührungspunkte beider Kegelsehnitte die Basis- 


punkte eines Büschels von Curven 3t" Ordnung sind, dessen 9° Punkt der Doppelpunkt von ist. 
Nun ist die Envelope &, des Systems der Kegelschnitte © =Q ans (14) gegeben durch 


ES Bene va RT rn 0% 


2 
und soll 
R= p R.W 
werden, so ersielit man, dass p= 1 ist, da sowohl in &,, als in R&.& der Coëfħicient vou H?— 7°, gleich 1 
ist, Die Identität muss daher die Form: 
HI— IG, 0u Lin T,+n,T,)—",T, (m T +m, Tm Tal? 
— [Tht 7, en, 7 +m, R+m, Hun Hl [TRAT (a, H +9, Tytn us il 


=[H—1,— 22, (1 EE — 26 7 BI EE 1, 2 (DT) To — 23T, a 


haben. Da nun rechter Hand ausser in /7? Glieder mit 7% und 7% nicht anftreten, so mnss a = O und m, = 0 


sein. Man erhält daher: 





1 Herr Brill findet aus dem Jakobi'schen Umkehrproblem in seiner Abhandlung: „Über diejenigen Curven, deren 
‚oordinaten sieh als hyperelliptische Functionen eines Parameters darstellen lassen“, Crelle, Bd. LXV, p. 283, sowie anch 
in der „Note über Doppeltangenten einer Curve Auer Ordnung mit einem Doppelpunkte®, Mathem. Annalen, Bd. VI, p. 66, für 
die Curve 4ter Ordnung mit einem Doppelpuukte 31 Systeme vierfach berührender Kegelschnitte. Das einunddreissigste, dort 
durch die Charakteristik 00001 bestimmte System, ist dasjenige, welehes aus den doppelt gezählten Geraden, die durch den 
Doppelpunkt von db gehen, besteht. Dies ist aus der Betrachtung, die in I, 4. angestellt wurde, sofort ersichtlich, da ans der- 
selben hervorgeht, dass diese Geraden immer ein solches System bilden. Die Cnrve ® ist eine specielle Curve des dort 
betrachteten Büschels von Curven 4ter Ordnung, auf denen allen der Büschel von Cnrven Ster Ördunng ein System von Quadru- 
peln ausseheidet, in welchen vierfach berührende Kegelschnitte möglich sind, die nicht ans doppelt gezählten Geraden der 
Ebene bestehen, Vergl. hierüber Ameseder „Geometrische Untersuchung der ebenen Curven 4. Ordnung, I. Mittheilung. 
Sitzungsber. der kais. Akademie, Bd. LXXXVII, p. 43, — und Lindemann (Clebsch) „Vorlesungen über Geometrie“, 
p- 87% 
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(HT ET UST, Ts mr; i +, Da Tl Te Mt E 
= [H—T,-2p (+7,24 HE rt Eet HK tt EEN 


H 


Dureh Vergleichung der Coötfieienten von HT, Zye und HT, Ti oder auch der Coëfficienten von 7, T3, 
und 7, TR, erhält man 


ng = (pi + Po) ac a E 


Die Coëfficicnten von 7" 77, und 73 Tẹ, liefern die Gleichungen 


1/ RÈ — m, = At, He min, = — 4p Hoy 
aus denen sich 
m= m = (iv Hal 
ergibt. Die fibrigen sich ergebenden Relationen werden sämmtlieh dnreh diese Werthe von m, m, und n,, ng 
erfüllt, und wir haben daher folgendes Resultat, wenn wir in (14) die Werthe für m, n; einsetzen: 
Erzeugt man die Curve P dnrch den Strahlenbüschel 7—7, =0 und das System der 


Kegelschnitte 
= + le — i) HN S SE E a T, Ke Lu bz 1 Ty =f) Ji Tal A (16) 
` ++ +) 1] O, 


so wird die Enveloppe des Systems der Kegelschnitte die Gleiehung A, = 0 haben, wobei 
R, = UT 13 — Ce H pa) Ty Tie — Cei — ba) 21 27313 — [at Hamta) 1] NET ZE KE (17) 
= EE EEN EE EE e 


sich ergibt, also M.seen Mi ist, d. h. die Enveloppe besteht ans den beiden Kegelsehnitten 
eonjugirter Systeme &, K (15). 
16. Dass der Kegelschnitt ©=0 Gl. (16) sowohl X als R doppelt berührt, ergibt sich nun einfach. Es 
ist nämlieh 
0—28 = [T a+ (v — r) T, +A (Tia WC ENEE 
=N E a +) A tt) Tel UD 


woraus folgt, dass der Kegelsehnitt © =0 von t=0, resp. MI 0 doppelt berührt wird in den Schnittpunkten 
mit den Geraden 
(Tt (Hito) ll HAFT t (H tt) 5] = 0 


r e enn: AERP m- $ EI 
IER un) 


Diese Gleichungen zeigen, dass die Berührungspunkte des variablen Kegelschnittes © anf St, resp. AU je 
eine quadratische Involntion bilden, deren Centrum für R nnd K derselbe Punkt s der Ebene ist. Die Berth- 
rungsselnen selbst, welehe zu einem und demselben Kegelschnitte © gehören, bilden in s eine quadratische 
Strableninvolution, deren Doppelstrahlen die doppelt zu zählenden Geraden des Systems der © sind, die sich 
für! =0 nnd A ee ergeben. Diese Doppelstrahlen gehen durch die Pnukte #,, resp. fe 

17. Der Scheitel s der Strahleninvolntion ist der vierte Selmittpunkt der Kegelsehnitte A und A’, welche 
durch die Qnadrupel [R], [R] und d, sowie £,,t, gehen. Denn aus den Gleielungen (11) ond (11a) folgt, 
wenn man in ersterer p, in letzterer p, an Stelle von p setzt: 


kK—-KX'=2T,[T,+ (4%) ] 

K+K'=2T IT, + tr) ll 
woraus der Beweis der obigen Behauptung sieh ergibt. Der Punkt s ist auch eine Beke des den beiden Kegel- 
schnitten & nnd K gleichzeitig conjungirten Dreieckes, und die Doppelstrallen der Involution (19) tragen 
je zwei Sehnittpunkte der Kegelschnitte, wie aus Nachstehenden folgt. 
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Führen wir der besseren Übersicht halber die folgenden abkürzenden Bezeichnungen ein: 
Ti +e) T ER 
T he Ee 

H— (p H) T RR — (u tHo) Ti Pa — ENKE 








a 
so wird die Gleichung (16) des Systems der Kegelsehnitte die Form haben: 
= mtl 22) 
Dieses System erzeugt mit dem Strablenbüschel 
or 
T—ıT,=0 
die Curve 
sure 9, D TP Se 92 
PEN nT te ft (23) 
und es ist aus (17) 
We e (24) 
so dass 
Kent 
K'E nt T (23) 


ist, wie man leicht verifieirt. Hieraus folgt, dass die Geraden 7, =0, zez D durch die vier Schnittpwukte 
der Kegelsehnitte AM nnd Vi gehen. Diese Punkte werden auf ilmen durech den Kegelschnitt n = 0 aus- 
gesehnitten. 
18. Man kann nun auch leicht die Gleichung des Curvenbüschels 3t! Ordnung anfstellen, welcher dureh 
die beiden Quadrupel [K] und [R] bestimmt ist. 
Aus (23) und (24) folgt nämlich 
ap Ve 
PREDSE (T ate T), GEI 
wie bereits in I., 3., Gleichung (5) allgemein gezeigt wurde. Setzt man 


ST E arm 
o= lrs lo 


b 27 
P = Tatr T = 
so ist 
(RB, = 
d. h. der Biischel Cnrven 3er Ordnung 
yio =n T +HT,)+7T, +57, = 0 (28) 


erzeugt mit dem Strahlenbüschel 7, —} T, = 0 die Curve p und ist eben jener Biüschel, der die beiden Qua- 
denne) [R] und [R] zu Basispunkten hat, denn nach (26) geht sowohl 9, =0 als p, =0 durch diese 
Punkte. 

Die Curve dieses Büschels, welche dem Parameter % entspricht, schneidet auch & und 9 in denselben 
Punkten, in denen sie von H berührt werden, oder durch welche die Berührungssehnen (19) gehen, deren 
Gleichung dureh die eingeführten kürzeren Bezeichnnngen 


at, =O ee e UI 
werden. 

Die Kegelschuitte A und KI werden von den Cnrven 31" Ordnung des Büschels (28) nur mehr je in einem 
Punkte getroffen und es liegen die beiden Punkte a, ad, in welchen eine Curve K und X’ trifft, mit dem 
Doppelpunkte d von P auf einem Strahle, der durch 77, T, harmonisch getrennt wird von demjenigen, welcher 
das Paar von ® trägt, das dieselbe Curve "et Ordnung aussehneidet. 
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Denn die Curve (28) trifft den Strahl 7 —}7, =0 in dem Paare az auf P und für den Sahl 
T +AT, = 0 folgt aus (28) 
ae a N 
so dass er die Curve 9, +29, = 0 anf K=0 oder K’=0 treffen muss, wobei X und A’ aus (11) und 11 a) 
N 2u, nu lH + RE 
K=2,T1,+(N,—T)T, 
folgen. 

19. Fassen wir die Resultate zusammen, so ergeben sich folgende Sätze: Zwei Quadrupel [X]. und 
[8]. aus den conjugirten Systemen II und EI, in denen die Curve P von den Kegelschnit- 
ten & und $° berührt wird, bilden die Basis eines Curvenbüschels 3 Ordnung, dessen 
ter Punkt der Doppelpunkt d von P ist. Die Curven dieses Büscheils schneiden Rund K’ je 
in Punktepaaren einer Involution, deren Centrum für & und Mi derselbe Punkt s ist. Die 
Strahlen von s, welehe die Punktepaare auf H und Mi ausschneiden, durch welche dieselbe 
Curve des Büschels är Ordnung geht, bilden eine quadratische Strahleninvolntion, deren 
Doppelstrahlen nach den zwei Punkten t,, t von P gehen. Diese Punkte t;, ty liegen aueh ant 
den beiden Kegelsehnitten X, K’, welche durch die Quadrupel Il, resp. [X]. und d gehen. 
Der Punkt s ist der vierte Schnittpunkt von K und K’, sowie eine Ecke des den Kegel- 
schnitten & und gi gleichzeitig conjugirten Dreieckes. Jede Curve 3 "Ordnung o des obigen 
Büschels, welehe ® in dem Punktepaare oa auf dem Strahl A schneidet, trifft K und K’ 
noch in den Punkten a, a, die auch anf einem Strahle 4’ von d liegen. Die Strahlen A, A 
bilden eine quadratische Involution, deren Doppelstrahlen 7; und 7, sind. Die Punktepaaäre, 
in denen die Curve e die Kegelschnitte X und ai trifft, liegen mit ax auf einem Kegel- 
schnitte ©, der X und Wi doppelt berührt. 

20. Hat man umgekehrt zwei Quadrupel [8] und gl, in denen die Kegelschnitte X und 
&, die P berühren und geht durch [R] und [st] ein Büschel nicht zerfallender Curven 277 Ord- 
nung, dessen Or Punkt der Doppelpunkt d von P ist, so liegen [8] und [Ñ] in conjugirten 
Systemen. 

Vor allem ist klar, dass [R] und [R] nicht in demselben Systeme liegen können, da sie sonst auf einem 
Kegelschnitte lägen, also der Büschel Cnurven 3t Ordnung diesen Kegelschnitt als festen Bestandtlieil ent- 
hielte. 

Es seien K und K, die Kegelschnitte, welehe durch den Doppelpunkt d und [X], resp. [8] gehen. Schnei- 
det nun A die Curve b noeh in den Punkten t, t4, so muss auch X, dureh diese Punkte hindurchgehen. Denn 
sei 9, die Curve 3t Ordnung des vorausgesetzten Büschels, welche durch 4, geht, so berührt sie daselbst P, da 
die Curren 9 die ol ausschneiden und 1, ein zusammenfallendes Paar vorstellt. Die zwölf Schuittpunkte von P 
mit g; sind daher [K], [R], d, d, ta te Nun geht die Curve Arr Ordnung K.K, durch elf dieser Punkte, nämlich 
K durch [K], d, t; und K, durch [Ñ], d, also mnss sie noch den 12. Punkt enthalten, d. h. A, muss durch f, 
schen. 

Ebenso folgt, dass K, durch z geht, und hieraus, dass [K] und [S},] zu eonjungirten Systemen gehören. 
Hält man [$] fest, so wird der Büschel Curven 3" Ordnung, welcher dureh [8] geht, in d irgend eine 
Curve y durch [R], Lë, die noch in oa schneidet, berührt und nebstbei die Punkte «x enthält, aus b das 
System der [K] ausschneiden. Die Tangente von y, sowie A, anf der az liegen, bilden ein Paar der pro- 
jeetivischen Strahlenbüschel, welche in d durch die Strahlen A nnd die Tangenten der Unrven y, welche die 
Paare aa enthalten, bestimmt werden. 

21. Nimmt man daher zwei Quadrupel [R]; und [R], die verschiedenen nicht eonjugirten 
Systemen angeliören, so muss der Büschel von Curven 3%" Ordnung, welcher diese acht 
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Punkte zu Basispunkten hat, auf d ein System von Quadrupeln ausschneiden, indem der 
Or Basispunkt di des Büschels ausserhalb P fällt. 

Nun wurde in 1, 4. gezeigt, dass der Punkt d’ Doppelpunkt einer Curve «’ der Aen Ordnung ist, welche 
Pp in den acht Punkten [K];; und IA, berührt, und dass der Büschel von Curven Aler Ordnung aus dieser dann 
die ail anssehneidet. 

Zufolge des vorhergehenden Satzes gehören also für diese Curve hi die Kegelschnitte R; und Saz 
welehe in [R]; und [K]; die P, also auch 9” berühren, zu conjungirten Systemen und die beiden Kegel- 
schnitte, welche [K] und [K] mit d’ verbinden, schneiden einander noch in zwei Punkten auf ®’, deren 
Tangenten dureh d! gehen, und überdies in einem Punkte s, welcher eine Ecke des den Kegelschnitten Kis 
Qa eonjungirten Dreieckes ist. Durch diesen Punkt s gehen die Strahlen, welche die Punktepaare tragen, in 
denen K, und S,, von den Curven des Büschels 5t Ordnung getroffen werden und die Strahlenpaare, welche 
die Schnittpunkte derselben Curve 3!“ Ordnung mit St, und A: enthalten, bilden eine quadratische Strahlen- 
involution in s. 

Die Curven des Büschels 3!” Ordnung mögen auf P die Quadrupel [R]nn ausschneiden und Knn sei der 
P in einem solchen Quadrupel berührende Kegelselnitt des Systems [m n], Dann schneidet Kana die Curve 
3! Ordnung, welche das Quadrupel IW, ausschneidet, noch in zwei Punkten ol al von dl, so dass also die 
Gerade a al stets durch di geht. 

Sei o die Curve des Büsehels, welche dureh d geht, dann wissen wir, dass sie ® noch in den Punkten 
tantn trifft, und dass die Tanugenten 7), Ta in diesen Punkten auch einen Kegelschnitt der Schaar vorstellen, 
die durch den Büschel der Curven 3t Ordnung bestimmt wird. Selmeidet y die Geraden Tn und 7), ausser in 
d uud ém, resp. f, noch in a’ a’, so liegen diese Punkte auf al und die Gerade oa al geht durch d’. 

Nach einem bekannten Satze über Curven 3! Ordnung werden dann alle Kegelschnitte Knn, welche die 
Curve y in d berühren und durch #, und £, gehen, die Curve e noch in Punktepaaren schneiden, deren Ver- 
bindungsgeraden durch di gehen, Die Kegelsehnitte Kn» sind aber gerade diejenigen, welche nach 10) die 
Schaar der Quadrupel Il, aus P ausschneiden, und wir haben daher folgende Sätze: 

Die acht Punkte zweier Quadrupel, die verschiedenen nicht conjungirten Systemen 
Lk, [4] angehören, in denen die Kegelschnitte Ry und 8,, die P berühren, bilden die Basis 
eines Curvenbüschels 3 Ordnung, dessen 9r Punkt d’ nicht auf b liegt, und dessen Cur- 
ven aus P ein drittes System [mn] von Quadrupeln ausschneiden. Die Kegelschnitte Kany 
welche diese Quadrupel aus dem Doppelpunkte d von ® projieiren, schneiden die Curve a 
des Büschels, welche durch d geht, nur noch in einem beweglichen Punktepaar, dessen 
Verbindungsgerade dureh di hindurch geht. Die Curven des Büschels Ze Ordnung dureh 
die acht Punkte schneiden die Kegelschnitte Ru, sowie Ra, welche in dem einen und 
andern Quadrupel die b berühren, in je einer qnadratischen Involution. Beide Involn- 
tionen haben einen gemeinschaftlichen Pol ins, einer Ecke des Ra; und 8,, gleiehzeitig con- 
jungirten Dreieekes. Die Strahlen, welehe die Paare auf Ma und Ray ausschneiden, die auf 
derselben Curve 3 Ordnung liegen, bilden in s eine quadratische Involution, deren Doppel 
strahlen die Schnittpunkte der Kegelschnitte Ma und Ry tragen. 

22. Es lassen sich aueh leicht ans den Zahlen ;, &, h, I, welche für die zwei Systeme 17 El und [%7] cha- 
rakteristisch sind, die Zahlen für das von den Curven 3!” Ordnung dureh die beiden Quadrupel ausgeschnit- 
tene dritte System [mn] angeben, und zwar dureh folgende Sätze: 

a) Sind ¿, k, h, l vier voneinander verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, 4, 5, 6, so 
sind m, n die zwei noch übrigen Zahlen. 

Denn man kann zeigen, dass die «/ enthaltende Curve 9, welehe durch die beiden Quadrupel Jul, und 
[S] geht, dann P nur in den Punkten tn, ta schneiden kann, wo m, n von i, k, A, l verschieden sein muss. 
csetzt nämlich, y ginge durch #,, dann muss noch ein Punkt $, oder t anf 9 liegen, Denn ọ wird dann von 
der Curve 4t Ordnung P geschnitten in [R]z, [K], d, d, to fu, Nun geht die Curve Aer Ordnung, die aus 
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den beiden Kegelsehnitten Ky, und Ay, besteht, die durch [R] resp. [R]; und d gehen, dureh die ersten elf 
Punkte auf 9, also müssen sieh P nnd K}; auf y schneiden, d. h. A ist entweder A oder /. Es kann A’ nicht 
mit & zusammenfullen, da sonst K,, mit y sieben Punkte gemeinschaftlieh hätte. 

Ist nun A= X, so geht ọ durch £; und 4, und es muss die Curve Aer Ordnung des Büschels 


bÞ—A K; Krr= 0, 


welehe durch einen willkürliehen Punkt von 9 geht, diese als Theil enthalten. Der übrige Theil ist die 
Gerade tst, die nieht dureh den Doppelpunkt d von P geht. Da aber d Doppelpunkt aller Curven des obigen 
Biüschels ist, so müsste y in d einen Doppelpunkt haben, könnte also P ausser in d, [R] und [R]; nicht 
mehr selmeiden. Dies kann aber, wenn in den Doppelpunkt von zb kein Wendepunkt von P fällt, nicht cin- 
treten. Es muss also ọ die P in den Punkten €, £, selmeiden, wobei m, n von ó k, A, l verschieden ist, Hieraus 
folgt dann, dass das System der Quadrupel, welche der Büschel von Curven 3t Ordnung aus 9 ausschneidet, 
das System |m, n] ist. 

b) Analog wird gezeigt, dass, wenn ¿=A ist, dann [mn] =[A7] wird; d. h, legt man dureh zwei 
der Quadrupel [R]; und [K]; ein Büschel von Curven 3t Ordnung, so schneiden die Curven 
die Quadrupel des Systems [X] aus. 

Nimmt man statt der Quadrupel aus den Systemen [4] und [A7] Quadrupel aus den 
eonjungirten Systemen [iA] nnd WII, so ergibt sich wieder das System [ma]. Denn nimmt 
man ein Quadrupel aus ll und eines aus (if, oder eombinirt man zwei Quadrupel aus [ik] 
und [AZ], se erbält man das System [m all, welehes zu [na] conjungirtist, was sieh aus Folgen- 
dem ergibt. 

Der Büsehel Curven Ziler Ordnung, weleher dureh das Quadrupel Jl, sowie tn, ta gelt und in d die 
Curve o berührt, welehe durch [R]; nnd |8] und d ging, deren Tangente in d nach Früherem die Gerade 
Tnn sein muss, schneidet nämlich aus P das System [A 7] aus, denn man zeigt leicht, dass die Quadrupel, 
welehe dieser Büschel aus  ausselmeidet, auch von den Kegelschuitten dureh |$%],, ausgeselmitten werden. 
Legt man daher die Curve 3! Ordnung o dureh It): und ein Quadrupel, [K], welches in dem zu Ji 
eonjungirten System [A7]’ liegt, sowie dureh d, so muss el nach Frülherem jedenfalls dureh tn, t» gehen, kann 
aber in d nieht Ta, berühren, muss also 7,,, berühren, da wieder die Curven, welche y’ in d berühren, dureh 
tm; ta und [R] gehen, das System ausselmeiden, in welchem [R] a: enthalten ist, also das zu dem früheren con- 
Jungirte. 

Da nun die Curve y’, welche dureh [R]; und Ju, geht, in d die Gerade Thn berührt, so schneiden die 
Curven des Büschels durch [R]; und Jual, das System Ju zl! aus, welches zu Jon), das die Curven dureh 
[KR]; und [R] ausschnitten, eonjungirt ist. 


Ill. Die Doppeltangenten der Curve 4er Ordnung mit einem Doppelpunkte, 


23. In dem Systeme [12] der vierfach berührenden Kegelschnitte, dessen Gleichung in I, 12, aufgestellt 

wurde 
& = HT }—2u(T, EK AKTER (1) 

kommen sechs in Geradenpaare zerfallende Kegelsehnitte vor. Unter diesen zählt aber das Geradenpaar 
T,.1,=0, welches sieh für a = co ergibt, doppelt und die vier übrigen Werthe von p. ergeben sich aus 
der Gleichung, die dureh Nullsetzeu der Diseriminante von 1) entstelit, die sich in x aueh blos vom vierten 
Grade erweist. 

Diese vier Geradenpaare, die zerfallende Kegelsehnitte von (1) darstellen, sind offenbar acht Doppel- 
tangenten der Curve Aer Ordnung P. 

In dem eonjungirten System [12/, dessen Gleiehung 


gn Heft, DN, @ 
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ist, treten offenbar auch acht Doppeltangenten als vier in Geradenpaare zerfallende Kegelsehnitte des Systems 
auf und diese aeht Doppeltangenten müssen von den ersteren verschieden sein. 

Die Curve ® kann aber sonst keine Doppeltangente besitzen. Denn sei D eine Doppel- 
tangente von P, welche in ò, ô, berührt, so lege man dureh ô, Gu 4, ft und d den Kegelselinitt X, welcher 
dh noeh in 9°, ôf sehueiden möge. 

Die Curven des Büsehels Aer Ordnung P+AA?= 0 berühren in den Schnitipunkten von $ mit K die 
Curve ® und haben alle in d einen Doppelpunkt. Die Curve, welche daher einen Punkt von 7, enthält, 
pes in 7, und eine Curve 3t Ordnung zerfallen, die durch d geht, in ż4 die Gerade 7, berührt und in 9, ô, 
d, also auch D berühren muss. Daher zerfällt diese Curve Zäit Ordnung in D und einen Kegelschnitt, der 
aber wiederum in 7, und eine Gerade D zerfallen muss, und D’ muss db in den zwei letzten Selnittpunkten 
d. d/ berühren, also eine Doppeltangente von & sein. Daher muss DD’ als vierfach berührender Kegel- 
schnitt in dem System [12] oder [12] auftreten. 

Da nun in jedem der 50 Systeme vierfach berührender Kegelsehnitte stets vier in Geradenpaare zer- 
fallende Kegelschnitte auftreten (die nieht dureh den Doppelpunkt gehen), so müssen sich die 16 Doppel- 
tangenten in diese Systeme einordnen. Das umfasst auch 4.30 = '/,16.15 alle Combinationen zu Zweien 
der 16 Doppeltangenten. 

Zufolge des in IE sub 12. bewiesenen Butze liegen die aelt Berührnngspunkte je zweier 
aare von Doppeltangenten, die in einem System auftreten, auf einem Kegelsehnitte. 
Solche vier Doppeltangenten tieten dann aber in drei versehiedenen Systemen auf. Da in einem System vier 
Paare vorhanden sind, so geben diese sechs Kegelselnitte, die dureh je acht Berührungspunkte zweier Paare 
gehen, nnd es sind daher im Ganzen !,,.6.30 = 60 Kegelsehnitte vorhanden, welehe dureh die Berührungs- 
punkte von vier Doppeltangenten gehen. 

24. Es seien D,D, ein Paar Doppeltangenten, welehe in dem System fi, Ex) liegen und De Dy irgend ein 
Paar, welehes in dem zum ersteren eonjungirten System Ié, liegen. Dann bilden die aelıt Berührnngs- 
punkte der vier Doppeltangenten die Basis eines Cnrvenbiüschels 3!” Ordnung, dessen 9% Punkt in d liegt 
und dessen Cnrven e die P in Paaren der ail" schneiden, 

Es wnrde aber in II sub 20, auch die Umkehr dieses Satzes bewiesen und hieraus folgt für die Doppel- 
tangenten D,D,, De Dy, welehe ein Qnadrupel bilden sollen, dass wenn D:D, und De De eonjungirten 
Systemen angehören, auch D,D; und D,D, in eonjnngirten Systemen anftreten müssen, 
ebenso wie D; De und De Dy É 

Wir wollen nun zeigen, dass diese drei Systeme stets nur durch drei von einander ver- 
schiedene Zahlen eharakterisirt werden. Dass also, wenn D, D, in [i, k] liegt, dann D; De in [A, A4] 
und D. De in [h,i] oder den eonjungirten liegen muss. 

Wir baben in II sub 15. gezeigt, dass zwei Kegelsehnitte R, &’ ans eonjungirten Systemen, stets in 
zwei solehen Quadrupeln & berühren, dass der Büschel Curven 3!" Ordnung dureli diese aeht Punkte, 
die Kegelsehnitte & und HI noch je in Punktepaaren trifft, so zwar, dass die Curve e in zwei Paaren 
schneidet, in welchen ein & nnd MI doppelt bertilrender Kegelschnitt existirt, der o noch in einem 
Punktepaar auf ® trifft. Sind nun 8, SU zwei Paare Doppeltangenten, so werden die berührenden Kegel- 
sehnitte die Kegelsehnitte der Schaar vorstellen, welehe die vier Doppeltangenten zu festen Tangenten 
besitzen. 

Der Curvenbüsehel 3% Ordnung selmneidet nun jede der Doppeltangenten in einer zu ilm projeetivischen 
Punktreihe, also werden die Kegelschnitte der Schaar auf den Büschel Cnrven 3t Ordnung projeetiviseh 
bezogen sein. 

Der Curvenbüschel ier Ordnung ist aber projeetivisch zum Strallenbüschel, welcher aus d die Paare aa 
projieirt, in denen die Curven e die œ schneiden, Da durch dieses Punktepaar aneh der Kegelsehnitt der 
Schaar geht, weleher o zugehört, so ist der Strahlenbiisehel in d projeetiviseh anf die Sehaar der Kegel- 
selinitte durch die Paare ax von P bezogen. 


Über Curren 4 Ordnung vom Geschlechte Zwei. (zi 
Wir haben also den in I sub 7., S. S betrachteten Fall. Um mit den daselbst eingeführten Bezeichnungen 
in Übereinstimmung zn bleiben, wollen wir voraussetzen, dass das Doppeltangentenpaar D, D, in [12] md 
D, P, in [12] auftritt. Die übrigen Doppeltangenten seien vor der Hand mit D, Dg. - . Dig bezeichnet. 
Transformiren wir dann die Gleichung der Curve «b, die wir bislang in der Form S. 11, Gl. (23) vorans- 
setzten, auf das Diagonaldreiseit des von den Doppeltangenten D, Dy Da D, gebildeten Vierseites, so werden 
sieh drei einander äqnivalente Formen ergeben: 


o E GE EE Te na 
m ei, Ep l faaho i 
= r Pair? E TE E 2 
Tyg s a m el (3) 
ern ne RN a AN 
d = Si EE 


die gleich N Ü gesetzt die Gleielnng derselben Curve P darstellen, deren vier Doppeltangenten 


D =r +,+,=0 
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—r, = 0 
D= S 5 =) e 
DEE 
Dy = titrar GU 
sind. Hiebei muss 
NT za t%5 tur, 
= - 
T, = bi Tit b Ta + bs Tg 
= T SE) a d S (5 
A EE 
rn r ee 
T+T+T,=V0, 
d.h. &+b,+6=0 sein. Der Schnittpunkt der drei Geraden ist der Doppelpunkt d von und Tp, T,, T, 
sind drei der Tangenten von bh, die in #, f, GG berühren, welche Punkte auf 7i, zen pa liegen, wie in I. 7. 
gezeigt wurde. 

Wir haben ferner in IE sub 19., S. 19 gesehen, dass zwei vierfach berührende Kegelschnitte ans eonjun- 
girten Systemen einander in vier Punkten schneiden, so dass ein Paar der Sehnittsehnen, dureh die Berüh- 
rungspunkte der Tangenten aus d geben, welche in dem System enthalten sind. 

Da nun im obigen Quadrnpel sich D, D, nnd D, D; auf z nnd D,D, sowie D, D, auf 7, schneiden, so 
gehört der aus den Doppeltangenten D, D, bestehende Kegelsehnitt dem System [12] an, und D, D, dem 
System [12]. Das Geradenpaar D, D; und D, D, hat aber als Sehnittsehnen die Geraden r,, r,, also liegen 
sie in dem System [13] nnd [13/, während D, D, und D, Dy da ihre Sehnittselmen ,, r, sind, in [23] und 
23y legen. Welches System man mit einem Strieh versicht, ist gleichgiltig. Hiemit ist die obige Behauptung 

5 b 5 BUI S pieng, 
bezüglich der drei Systeme, in welchen die Doppeltangenten eines Qnadrupels liegen, erwiesen. 

25. Wir wollen ein solches Quadrnpel von Doppeltangenten, dessen acht Berührangspuukte die Basis 
eines Cnrvenbiisehels 3!e" Ordnnng bilden, dessen ier Pnukt der Doppelpunkt von e ist, mit 


E sl ( EE 
ne, E G 
D, D, mnp UNE D er 
bezeichnen, und zwar sollen dann D; D, in dem System [ma], D;D, in dem System [rp] und D; D, in dem 
System [mp] liegen, wobei das andere Paar immer im eonjungirten System auftritt. ! 


’ Man kann aus den Gleiehungsformen (3) und den in I für Ka abgeleiteten Kegelschnittsgleicehungen (17) auch die 
Systeme angeben, in welchen die Doppeltangentenpaare auftreten. Man kann auch sehr leicht die Gleichung des Systems 
der vierfach berührenden Kegelsehnitte aufstellen, welchem die einzelnen Doppeltangentenpaare angehören. Aus den Iden- 
titäten: 

bp Ep 7 fie nr DR + T Tolle t2 ten Tom ra T) T T] 
bar 
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Da in jedem System vier in Geradenpaare zerfallende Kegelschnitte auftreten, also vier Paare Doppel- 
tangenten, eben so viele in dem conjungirten Systeme, so liefert cin System und sein eonjungirtes 16 Qua- 
drnpel. Weil aber jedes Quadrupel in drei verschiedenen Systemen und den dazu conjungirten enthalten ist, 
so erhält man 1.16.15 = SU Qnadrupel von Doppeltangenten. 

Da jedes Quadrupel zu einer eanonischen Gleiehungsform (3) Anlass gibt, so ersielt man, dass es blos 
80 verschiedene canonische Gleiehungsformen wie (3) gibt, wobei die drei Formen (3) als nieht wesentlich 
verschieden von einander betrachtet werden. 

Hiemit ist die in I sub 9. gemachte Bemerkung gerechtfertigt. 

Die drei Diagonalen des Vierseits, welches von einem Quadrupel von Doppeltangenten gebildet wird, 
sind Gerade, welehe zwei Schnittpunkte von Doppeltangenten enthalten nud durch einen der Punkte 7, gehen. 
Soleher Geraden gibt es also 3.80 = 240, und dureh jeden Punkt £; gehen mithin 40 derselben. 

Durch einen Schnittpunkt zweier Doppeltangenten gehen blos vier dieser Geraden. Die zwei Doppel- 
tangenten sind nämlich als Paar in einem System 17) enthalten, in welchem anch die Taugenten T, T, aut- 
treten. Die Geraden nun, welche den Sehnittpunkt der Doppeltangenten mit den vier übrigen Punkten f, ver- 
binden, enthalten stets noch einen Sehnittpunkt von zwei Doppeltangenten, die im System IO liegen, und 
die vier Paare dieses Systems bestimmen. Dies gibt, da es /,16.15 = 120 Sehnittpunkte der Doppeltangen- 
ten gibt, wieder oben "/,.4.120 = 240 solcher Geraden, die zwei Sehnittpunkte von Doppeltangenten ent- 


halten und durch die Punkte t, gehen, 

26. Seien nun D, Day D, irgend drei Doppeltangenten von P und es mögen D; D, in dem System [i X, ] 
D:D, in dem System |, k] als Paar anftreten, dann liegen D,D, in einem System JE, wobei sieh die 
Zahlen (is, A,) aus den Zahlen (ie, 4,) und (4, Ay) dureh folgende Regel bestimmen: Sind Ge A) von den 
Zahlen (i,, A) verschieden, so ist (a kal das noch übrige Zahlenpaar der Zahlen 1, 2,3, 4,5, 6. 


Ior alber eime der Zatien z.B. 7, = 5,50 sında die Zahlen (ar KEE 


folgt, dass die Kegelschnitte 
Wa ED, ide Ba Aaf Me D 


S'e = ls D— Haten Ta tee T) — T To = 0 
die Curve ® vierfach berühren, und dass in demselben nebst dem doppelt zählenden, für v—= co sich ergebenden Geraden- 
paar 7, 7, noch die Doppeltangenten D, D4 in [12] und D, Dg in [12]’ für v= 0 auftreten. 
Analog folgt aus 
Pag = [v Ta T3 Hra Mag MR + To T3 Metal 7,220 (ta Dr P)— W215 T3 
= [v T, T3 + To Tg +73 To]? + 25 T3 (Cata) — 2° 30 (7, Ta + rg 1) — I A Tsh, 
dass die Kegelschnitte 
Sog = Di D, +2 (Ta RE éi To) La di T; = 
Maas Da Ih +2 (ra Ta +r 13) +921, T3 = 0 
dem System [23] und [23] angehören, während aus 
bis SE [b stees Titr n + 75T, KEE Titr I) — 9? 15 Tı] 
= [v T Titr T,—r, 13] + T3 len +71)? — 7 — 2v (rg 1-7 Tal T3 Til 
sich ergibt, dass die Kegelsclnitte 
EE EE E 
EE 
das System [13] und [13]’ bilden. 
In jedem der Systeme sind noch drei Paar andere Doppeltangenten enthalten. Die Diseriminante der Gleichungen wird 
auch in » blos vom Ste: Grade, 
Die Gleichung für Kje zeigt auch, dass D),—=0 von den Kegelschnitten des Systems [12] in einer quadratischen Invo- 
lution geschnitten wird, die auch den Kegelsehnittsbüschel v Hi Mt ten Hee zs H auf ihr ausselmeidet. Des Weiteren 
cfr. Ameseder Le 8. 41. 
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Diese Regel folgt aus den in IT sub 22., S. 20 bewiesenen Sätzen. Wir haben daselbst gezeigt, dass der 
Büschel Curven 3! Ordnung, welcher dureh die acht Berührungspunkte zweier Kegelschnitte geht, die ver- 
schiedenen nicht eonjungirten Systemen angehören, ein drittes System von Quadrupeln ausschneidet, dessen 
eharakteristischen Zahlen sich durch die eben angeführte Regel bestimmen. Nehmen wir nmm die beiden 
Kegelschnitte D,, Dy und D;, Da, die verschiedenen nicht eonjungirten Systemen angehören müssen, so wird 
der Bischel von Curven 3t Ordnung die Gerade D, offenbar als festen Bestandtlieil enthalten, und der Rest 
ist also ein Kegelsehnittsbiischel durch die vier Berührungspunkte von D. Da. Dieser Biischel schneidet aber 
ein System von Quadrupeln aus, zu dem auch seine Basispunkte gehören. 

27. Die in den vorhergehenden Nmnmern 23., 24., 25. und 26. gegebenen Sätze über die Gruppirung 
der Doppeltangenten setzen ms in den Stand, sobald wir die Doppeltaugenten einmal in Beziehung zn den 
Punkten 4, gesetzt haben, ihre Anordnung in alle 30 Systeme zu geben. : 

Wir bemerken hiezu, dass, wenn die Doppeltangenten blos als zerfallende Kegelschnitte eines Systems 
LEI und des eonjungirten gegeben sind, hiedureh die einzelnen Doppeltangenten eines Paares von einander 
nieht unterschieden sind. Erst wenn wir aus irgend einem Paare nnd einem solchen ans dem eonjungirten 
Systeme ein Quadrupel bilden, dem noeh ein dritter Punkt €, zugewieseu wird, werden die Doppeltangenten 
eines Paares getrennt, und es ist über die Punkte £,, tn, ta verfügt. 

Wir können nun folgende Annahmen machen: Es mögen in dem System 

Hal de Parre Ibro nel 
in 
IT M ia I e Ee 


auftreten. Aus ilmen bilden wir die Quadrupel: 
I 2 [> wi E Së (e Pis] l 
D, D; 123 D; D 123 Dio Du 123 OOT 123 


Hiedurch sind die 16 Doppeltangenten individualisirt und es ist über die Punkte £,, 4,,£, verfügt worden. 


Über die Pnukte tys ts; tg verfügen wir dureh die Quadrapel: 


OD DET DED 
I», 2 LA ail LZ, 
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nnd haben damit die willkürlichen Annalunen erschöpft, indem alle Punkte t in Verbindung mit den 16 indi- 
vidualisirten Doppeltangenten gebracht sind. In derThat gelingt es mun mit Hilfe der in 26. angegebenen Regel 
die Einordnung der Paare der Doppeltangenten zu je acht in die 15 Systeme JE) zu bewirken. 

Legt man hiezn eine Tabelle nach Art der folgenden Tabelle I an, indem man in dem Quadrat, in 
welehem sich die Columne von D; mit der Zeile von D, schneidet, die Zahlen A, / einträgt, so dass D; D, im 
System II liegt, so kann man zuerst die Combinationen einschreiben, die sieh aus den gemachten Annah- 
men ergeben. Man erhält hiedureh 30 der Quadrate ausgefüllt und die sehr leicht anwendbare Regel in Zu, 
gibt die Ausfüllung der übrigen Quadrate. 

Diedureh hat man 15 Gruppen von je acht Paaren von Doppeltangenten und es kommt noch darauf an, 
in jeder Gruppe die vier Paare des einen Systems und des dazu eonjungirten anzugeben. Dazu hat man 
erstens den Satz anzuwenden, dass die vier Doppeltangenten, deren acht Beriihrungspunkte anf einem Kegel- 
sehnitte liegen, stets zwei Paare eines Systems vorstellen müssen, dann aber auch den Satz, dass, wenn die 
vier Doppeltangenten D, D,, Di, D: ein Quadrupel bilden, die drei Systeme, denen sie als Paare angehören, 
nur drei verschiedene Zahlen besitzen können. Unter emem Quadrupel von Doppeltangenten ist stets 
ein solehes zu verstehen, wie es in 24. betrachtet wurde. 

In der Tabelle I wurden die Systeme Li) uud LEI durch die Zahlen ¿> und ik charakterisirt. 
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Tabelle I. 
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Zur Erläuterung der oben angegebenen Regel diene folgende Bemerkung: 

In der ersten Zeile der Tabelle stehen beispielsweise unter D, und D,, die Zahlen 56 und 45, also muss 
D, Dig dem System [46] angehören, wie aneh die Tabelle zeigt. Hingegen steht bei D, die Zahl 12, also 
muss D, und D, im System [34] liegen, welehe Zall aucb in dem Quadrate steht, mit dem D, und D, in 
einer Zeile, resp. Columne liegen. 

Sebreibt man die Paare von Doppeltangenten, die in einem System liegen, nebeneinander, so erhält 
man ans der Tabelle T folgende Anordnung der Doppeltangenten in die 30 Systeme der vierfach berührenden 


Kegelsehnitte: 
Tabelle II. 














[12] D, Dy Ds Dg Dy Dis DysDis 
112] Dg D3 De D7 Dain ` Dain 
[13] D D; D; D: Dy Dy DiDi 
[13] D: D3 De Dg Dioh ` Dalle 
[14] Dz Ds D; Dg DD Diels 
ENN D, D; Jr De DEDI Diuslinn 
[15] D D, Mio Zi Air, Je De Dis 
Dat Da DaDo eD Tiy ig 
[16] D Ina Aën dag D, Dis Dg Dun 
[16] Dhi Dis Jh Dis Ds Dw Je fy 

[23] DO D, Dg Ju us Di5 Dig 
E D; D D5 De Dy Dio DD 
[24] D, De Dz Dg Dg Dis Dudıa 
Ef D,D, ob EE 
25] Di Dio Dan Ds Dis Di Da 
25), Tp da a Da Dodas D loe 
26) DiDa DD De Du DD 

201 Da Dis Da Dis je Dg Dy 
34] Ds Dg D; D; Dy Dic Dall 


35] DD. Da ma: 


201 Di Ih Dy Da De Du De Di 
36] Tba ip er, 
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B6] Dı Ds Di Dis ` De Du D; Dio 


Über Curven #0 Ordnung vom Geschlechte Zwei. 143 











[45] Ds Ds De Do Zen De Die 
OR Di Dis Da Dis Za Di Da Dis 
[46] Ds Dis DaDa DDii Ais Dig 
Holt Di Dia Ds Du D; Du Di Ds 
[56] Dy Dis DoDa  DiDis ` Zeie 
[56] Di Dg D, D; D Dg D D; 


Aus dieser Tabelle ist es leicht, die 80 Quadrupel von Doppeltangenten anzngeben, ebenso die 60 Grup- 
pen von zwei Paar Doppeltargenten, deren acht Berührungspunkte auf einem Kegelschnitte liegen. 


IV. Die adjungirten dreifach berührenden Kegelschnitte der Curve 4!e Ordnung mit einem Doppel- 
punkte. 


28. Ausser den in IT. betrachteten vierfach berührenden Kegelschnitten der Curve P, die nicht durch 
den Doppelpunkt gehen, existiren noeh Systeme von Kegelschnitten, welche dureh den Doppelpunkt d von d 
gebend, diese in drei Punkten berühren. 

Ist y ein solcher Kegelschnitt, der in o, «,, «, die P beriihren möge, und legt man dureh die vier 
Punkte d, o a, zt, irgend einen Kegelschuitt X, so sebneidet er ® noch in drei Punkten bi, b, ba, in denen 
ein Kegelschnitt y’ die ® berührt. Der Büsehel von Kegelschnitten durch d, o: €, gt: schneidet das ganze 
System von Tripeln aus, in denen ein Kegelschnitt y die P berübrt. 

Legt man den Kegelschnitt X des obigen Büschels durch einen der Punkte ?;, so muss offenbar y’ zer- 
fallen in die Tangente 7; des Punktes t;, die durch d geht, und in eine zweite Gerade, die Doppeltangente 
von ® ist. 

Es treten mithin in einem System der dreifach berührenden Kegelsehnitte stets sechs 
Doppeltangenten gepaart mit den sechs Tangenten aus dem Doppelpunkte als zerfallende 
Kegelschnitte auf, 

Da umgekehrt jede Tangente aus dem Doppelpunkte in Verbindung mit einer Doppeltangente einen 
dreifach berübrenden adjungirten Kegelschnitt darstellt, also zu einem System soleber Kegelsehnitte gehört, 
in welchem noch die fünf übrigen Tangenten gepaart mit fünf Doppeltangenten auftreten, so ersielt man, 
dass es blos 16 Systeme adjungirter dreifaeh berübrender Kegelschnitte gibt. 

Diese 16 Systeme erhält man am einfachsten, wenn man eine der Tangenten, z. B. T, nach einander mit 
allen 16 Doppeltangenten verbindet. 

29. Die Anordnung der 16 Doppeltangenten in diese 16 Systeme mit den ihnen zugehörenden Tangenten 
T; erhält man aus den fünf ersten Systempaaren der Tabelle Il, indem jedes Paar Doppeltangenten eines dieser 
Systeme mit dem Paar Tangenten aus d, welche das System charakterisiren, zwei zerfallende Kegelschnitte 
desselben dreifach berührenden Systems von adjungirten Kegelsehnitten gibt. So liegt in dem System, wel- 
ches dureh 7, D, bestimmt ist, auch 7, D, da D, D, ein Paar aus dem System [12] darstellen, ebenso liegen 
noch 7, D}, 7,D,, T, Di und T, Dis in demselben System dreifach berührender Kegelschnitte wie TD, 
Man könnte auch irgend fünf Systempaare nehmen, die eine Ziffer gemeinschaftlich haben. 

Man erhält hiedurch folgende Tabelle: 


Tabelle II. 








T, D | D Dz D, | D; 15 D; Ds Dy Haut Pu, Pe) Daf Put D 

C E 5'222 a D Ger Dt De a Del fl Dei Dio | Dal De 

T3 D; D, D, Də | D; De Ds De Du Dred Da Dal Du Die| Du | 

T, | Der De | Aa. BI D Dr o DUDY Day Dali Dup Ps | Pif Ds | Dei Du 
Da Dg Del) mai Da y Dia Dei Dom De | Di: De 

Da Dil (RE Ay Da a tee e Ar sek e 








144 Karl Bobek, 


Die sechs Tangenten T; sind immer mit den seels Doppeltangenten einer Columne in einem System von 
adjungirten dreifach berührenden Kegelschnitten enthalten, und zwar bildet jede Tangente mit der Doppel - 
tangente derselben Zeile ein Paar. 

30. Die canonische Gleichungsform der Curve Aer Ordnung 

d 


es di en Ap mp „2 rpm 
a 0.0 oh no, 


=0 
erlaubt auch die Gleichung des Systems der dreifach berührenden adjungirten Kegelschnitte in einfacher 
Weise aufzustellen, welches der Tangente 7, und der Doppeltangente D, entsprieht. 
Aus der Identität 
—[. mm FE ROA r 12 Le Dd r o deen MÉI EE rp 
W SE ET E a DIN T T— 26 e e 
wobei 
D, = ritn +7, 
D, = 7i HT -T 
ist, ersieht man, dass die Kegelsehnitte 


=D EIG een 


3 


welehe durch deu Doppelpunkt von P gehen, für alle Wertlie von » die Curve P noeh in drei Punkten 
berühren. 

In dem System ist für v = 0, » = œ auch das Paar DT resp. D, 7, enthalten. 

Dieselbe Form ®,, kann zur Aufstellung des Systems verwendet werden, welehes F, D, Z} D, und 
T,D, enthält. Man kann nämlich eine der obigen analoge Identität aufstellen, wobei nur statt 7, Tse. 
+vD,T, eine andere Function genommen werden muss, die sich aus den 8.10, Gl. (17) abgeleiteten Glei- 
chungen für die Kegelschnitte K,, ergibt. 


Anmerkung: Die Curven 4" Ordnung olme Doppelpunkt haben 63 Systeme von vierfach berührenden 
Kegelselmitten und 23 Doppeltangenten. Ändert man die Constanten einer solehen Curve so ab, dass sie 
einen Doppelpunkt erhält, so übergeht ein System der Kegelsehnitte in die doppelt gezählten Geraden durch 
den Doppelpunkt, 32 Systeme übergehen in die 16 Systeme adjungirter Kegelsebnitte, die noch in drei 
Punkten berühren, und nur 30 Systeme eigentlich vierfach berührender Kegelschnitte bleiben als solche 
bestehen, die wir in Il betrachtet haben. Von den Doppeltangenten bleiben nur 16 erhalten, die 12 übrigen 
übergehen in die sechs Tangenten vom Doppelpunkte au die Curve, die also jede zwei zusammengefallene 
Doppeltangenten vorstellt. Dies stimmt auch damit überein, dass ein solches Tangentenpaar aus dem Doppel- 
punkte stets in einem der 30 Systeme vierfach berührender Kegelschnitte doppelt als zerfallender Kegel- 
sehnitt zählt, wie in IH, sub 23. gezeigt wurde. 


Å Zweite Abtheilung. 


Besondere Curven 4ter Ordnung vom Geschlechte Zwei. 


1. Wir haben in der ersten Abtheilung sub I gezeigt, dass sich die Gleichung einer allgemeinen 
Curve Aer Ordnung mit einem Doppelpnnkte auf die Form 


D= RATRAT (1) 

bringen lässt, wobei 
= WA) AE) Ak rm rn S AURA A 
U= E E E E E E (2) 


Ist, Durch Speeialisirung der Constanten ae: erhält man besondere Cnrven. 
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Wir wollen im Nachstehenden solche Curven betraehten, welche im Doppelpunkte einen oder zwei 
Wendepunkte besitzen, oder die statt des Doppelpunktes eine Spitze haben. 
Wir bemerken hiezu Folgendes: Aus der Gleichung der Curve dh 
EE E Ir, Isla. 2,12 +20, 0 #20 ,7 0,20, 5 Zuele D 8) 
folgt, dass die beiden Geraden, deren Gleichung 
rm 2 5 T 
Tr ge D Ta = 0 
ist, die Doppelpunktstangenten von ® sind. Ist also a}, = +1, so erhält P eine Spitze, deren Tangente 
T =T, =0 ist. Ist aber «,£1, so werden die Doppelpunktstangenten nicht zusammenfallen, und jede 
schneidet ® in dem Punkte, in welehem sie den Kegelschnitt 
m S em rn e rp Dn 7 er 
a, Tita T,+24,T,7,+20,,T,7,,+29,7,7,=0 
noch trifft. Soll also eine der Doppelpunktstangenten Wendetangente von P werden, so muss der letzte 
Schnittpunkt auch in den Doppelpunkt d fallen, d. h. die Gerade 
dal, tel, EN 
muss eine der Geraden 
12 2 D H 1 en 
ee E E e 
werden, oder es ist 
Dr CEET glg; = 0. (4) 
Ist nun og, bÜ, ges #0, so wird unter der Bedingung (4) 
430; (Tit T32 a3 T, T3) = (4; 740, T,)@ 3; Titi 3 13) 
und daher 
Teta t S= (5) 
S 7 d Ri (5 ri r ç r - 2 
(ma Titar T3) (023 Ti +a 3 Ta) Ti t2 T lan Tita Tt une T +2 +9, h) Tal 
woraus ersichtlich, dass die Gerade 
w hita, = (6) 
die Curve P im Doppelpunkte in vier zusammenfallenden Punkten schneidet, also daselbst Wendetangente ist. 


Ist aber ou = 0, so muss auch a, = O sein, wenn im Doppelpunkt ein Wendepunkt auftreten soll (zu 


Folge (4)), dann treten aber anf beiden Zweigen Wendepunkte auf. Denn dann wird die Gleichung der Curve 
Nu re 9 PNP omp wp n RA) EE EE 
ÄER EE EAR (7) 
woraus man ersieht, dass jede der beiden Geraden 
RA RA E mr un 
tel E reel 


die Curve bh nur in dem Doppelpunkte d trifft, nämlich in den Schnittpunkten von T, =0, T, = 0, und im 


Scheitel des Geradenpaares 
Gina In, ee, E =. 
Ist schliesslich a}, = —1, so wird 
t= = i aa a olaa T7+0, 17420, M ea a Miaa i ia EA (8) 


die Gleichung der Curve, aus welcher ersichtlich, dass die Spitzentangente T — T, =0 die P nur in dem 
Punkte trifft, in welchem diese Gerade den Kegelschnitt 


12 


rpn WA) DI RAA 9, rg `) m m — 4 
dra Tg ee Ia iia a a a =A 


Denkschriften der mathem,-naturw. Cl. LNI. Bd. Abhandlungen von Nichimiigliedern. t 
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schneidet. Dieser Kegelschnitt geht dureh die Spitze von P und berührt P noch in drei Punkten. Sollte nebst 
43, = —1 auch noeh (4) gelten, was ma = — at geben würde, so hätte die Curve d einen Selbstberührungs- 
punkt im Punkte 7, = 0 7, = 0 mit der Tangente T, — T, = 0 und wäre vom Geschlechte 1. 


Wir wollen nun die Systeme vierfaeh berührender Kegelschnitte und Doppeltangenten dieser besonderen 
Curven untersuchen. 


l. Die Curve Aer Ordnung, welche im Doppelpunkte einen Wendepunkt hat. 


3. Hat die Curve Arr Ordnung im Doppelpunkte d einen Wendepunkt, so gehen von d blos fünf Fangen- 
ten, Ti, Zp, Th, Ty T, an dieselbe, welche in bn ty ty tẹ f die Curve berühren, wobei die Punkte t; ausser- 
halb d fallen. Als sechste Tangente tritt die Wendepunktstangente A des einen Zweiges hinzu. Die Y,.5.4= 
= 10 Systeme von vierfach berührenden Kegelsehnitten, welehe den Combinationen 7;, Th entsprechen, 
bleiben offenbar erhalten, denn die Gleiehung der Curve 


m 12 N pe porn m2 Rui T24 c mop er 
I le ee ee EIN a Bi | (9) 
mit der Bedingung 
0,70, m= a ha ea = 
kann genau so behandelt werden, wie in II sub 12., nnd man erhält so 20 Systeme vierfach berüh- 
render Kegelschnitte, die paarweise conjungirt sind, und die Quadrupel derselben werden aus d dureh 


Kegelschnittsbüschel projieirt, welche in d die Tangenten T,;, resp. Ti, haben und durch t;, t, hindureh- 
gehen. 


Den ftinf Combinationen der 7; mit X entspreeben dann noch fiinf Paare besonderer Systeme vierfach 
berührender Kegelschnitte. Die Kegelschnitte, welche die Qnadrnpel aus d projieiren und durch 
t: gehen, oseuliren einander in d und haben A zur gemeinschaftlichen Tangente. 


a @ P a ; 
Denn setzen wir z = ð, so übergeht die Identität (5) in 
3 


dree E (T, SE = T. SE 





T Dila Tta, TBA NT A2 T) a] 0) 


WERT 
setzt man unn 


woraus 
T =N o 
wird, nnd führt statt 7), 7, in (10) die Geraden Y, T, ein, wobei X= 0 die Wendepnnktstangente 1st, so 
wird nach (10) sich für ® die Form 
PSP Ta AT, H (11) 


E 5 7 
von Null verschieden sein muss und 


2 
; dia — 
ergeben, wobei «= E 
Q A 
13 23 


I= N p beggen Tr, +2; A I ga gas e ip 


ist. 
Nun folgt aus der Identität = 
— [ERDE Va EA HI VeRnT, San, Ns 
dass der Kegelschnitt 
Bed (13) 
die Cnrve dh ausser in t, und d noch in vier Punkten trifft, in denen der Kegelschnitt 


EEN e e ana NV cms (14) 
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die ® berührt, während der Kegelsehnitt 
MT ey (13a) 
die « in den vier Punkten schneidet, in welehen sie vom Kegelsehnitte 


Ne MEN. 2a, Vz San U (14a) 
berührt wird. 
Die Kegelsehnitte (14) beschreiben bei variablem p das System, weleles als speeiellen Kegelsehnitt für 


=œ das Geradenpaar X, T, aufweist. Die Kegelschnitte (14a) beschreiben das hiezu eonjungirte 
System. 


Die Qnadrupel des Systems (14) werden, wie (13) zeigt, dureh einen Kegelschnittsbiischel aus d proji- 
cirt, dessen Elemente dureh den Punkt t, gehen und sieh in d oseuliren. Die gemeinschaftliche Tangente ist 
X. Die Kegelsehnitte (13) osenliren den Kegelschnitt 


NM NV TIN = 0, 


welehes ein Kegelsehnitt des Biüschels von Kegelsehnitten ist, die in d und 4, die Geraden X und 7}; berüh- 
ren. Die Kegelsehnitte (13a) osenliren den Kegelselmitt 


N N a 
desselben Biischels. 


Il. Die Curve 4ter Ordnung, welche im Doppelpunkt zwei Wendepunkte hat. 


3. Haben heide Zweige der Curve Aer Ordnnng im Doppelpnnkte d Wendetangenten, so gehen von d 
an dp nur mehr vier Tangenten 7\, 75, T,, T,, die ausserhalb d in den Punkten 5, GG die & 
berühren. 

Diesen vier Tangenten entsprechen !/, .4.3 = 6 Systempaare von vierfach berührenden Kegelselmitten, 
wie sie in II der ersten Abtheilung betrachtet wurden, die Kegelsehnitte, welche aus d die Qnadrupel proji- 
ciren, berühren biebei die Geraden T,;, oder Zi: und gehen dureh f; und ti. 

Hiezu treten noch 2.4 Systempaare von der Art, wie sie eben in I betraelitet wurden, die durch Com- 
bination der vier T; mit einer der Wendepunktstaugenten X, oder X, erhalten werden, nnd deren Quadrnpel 
ans d dureh Kegelschnitte projieirt werden, die dureh 4; gehend, einander in d osenliren, indem sie eine 
der Wendepnmnktstangenten berühren. 

Zu diesen Systemen tritt dann noeh ein besonders ausgezeichnetes Systempaar hinzu, das wir näher 
betrachten wollen, welches der Combination der beiden Doppelpunktstangenten Ay N, entspricht. 

Wir haben gesehen, dass in diesen Falle die Gleiebung der Curve Ai Ordnung die Form 

Veen) sea, Eech (15) 
annimmt. 

Wir setzen 

TD A Date ee A Aan 
so dass N = 0, X, = 0 die beiden Wendepunktstangenten sind, nnd führen statt 71, T, die N,, A, ein. 

Wir erhalten dann für ® die Gleiehungstorm: 

BRENNT rt NN NN =, (16) 
indem das zweite Polynom in (15) die Grösse Tj, nieht enthält. 

Aus (16) oder anch (15) ersielt man, dass die Punkte 4, fe ty ta alle auf derselben Geraden 7}, liegen. 


t* 
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Wir bezeichnen diese Gerade daher besser mit X, und erhalten 
bh, Se, N, N3+2, Ma, N, +, AA a A Aa Ai zU (17) 


als Gleichung der Curve Aer Ordnnng, in deren Doppelpunkt zwei Wendepunkte fallen. 
Aus der Identität 
be EE Ba I en. Wa 
Haga VENT A au Vo: EV a AD—N, N,] 


deren Richtigkeit sich durch die Reduction leicht ergibt, folgt, dass das Geradenpaar 


(18) 


Kegel eet (19) 


die Curve P, in zwei Punktepaaren os, bB der auf P, existirenden ol trifft, in welchen dn von dem 
Kegelschnitte 


Renato Na. Dame NV are V a une (20) 


berührt wird. 
Ebenso schneidet das Geradenpaar 


MR Vogue Neu (19a) 
die P, in den zwei Punktepaaren o el, V EL in welchen der Kegelschnitt 
Verne iıo NN to VoaR N au ae a en 


die ®, berührt. Man erhält anch nicht mehr als zwei soleher Systeme. Das Einführen von — Væ, an Stelle 
von Ve, wird durch Änderung des Vorzeichens von p compensirt. 

In beiden Systemen vierfach berührender Kegelschnitte & und & tritt für » = oo das Geradenpaar 
A BE 

Wir haben daher: Hat die Curve Aer Ordnung P im Doppelpunkte aufjedem Zweige einen 
Wendepunkt, so treten zwei einander conjungirte ausgezeichnete Systeme von Quadrupeln 
von Punkten ant in denen Kegelschnitte die P vierfach berühren. Die vier Punkte eines 
Quadrupels bestehen aus zwei Paaren der ai von bh und werden aus d durch je eine 
quadratische Strahleninvolntion projieirt. Ein Paar beider Strahleninvolutionen sind die 
Wendetangenten A, A, des Doppelpunktes, die auch einen Kegelschnitt beider Systeme 
vorstellen. 

Dass umgekehrt das Auftreten eines solchen ausgezeichneten Systems von Qnadrupeln von Punkten 
hinreicht, dass ® in dem Doppelpunkt Wendepuukte besitzt, wurde bereits in der ersten Abtheilung II. sub 14. 
S. 131 gezeigt. 

4. Die Gleiehungen (20) resp. (20a) lassen erkennen, dass die Kegelsehnitte dieser ausgezeichneten 
Systeme die Gerade A, zur Polare von d besitzen. Dies folgt übrigens auch daraus, dass die Paare der oi 
auf den Strahlen von d harmonisch getrennt sind dureh d, nnd A, Daher schneiden einander je zwei Kegel- 
schnitte der conjungirten Systeme in vier Punkten, die paarweise anf Strahlen dureh d liegen. 

In jedem der Systeme liegen vier Paar zerfallende Kegelsehnitte, welche acht Doppeltangenten von ® 
sind. Der Schnittpunkt jedes Paares muss auf X, liegen nnd beide Doppeltangenten werden durch X und d 
von einander harmonisch getrennt. 

Hieraus folgt, dass jedes Paar Doppeltangenten von den sieben Paar anderen Doppeltan- 
genten in 4.7 = 28 Punkten getroffen wird, die paarweise auf 14 Strahlen durch d liegen. 
Dies gibt 1,.8.14 = 56 Strahlen dureh d auf denen 112 Sehnittpunkte der 16 Doppeltan- 
genten liegen. Die acht noch fehlenden liegen auf X. 
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lil. Curven Aier Ordnung mit einer Spitze. 
5. Die Gleichung der Curve Ze Ordnung P, mit einer Spitze kann stets auf die Form 
b, = (NT) T,+2T, ln Tita TZ me T, 5420, Ti Tie H2 aa 1T] (21) 
gebracht werden, wobei IT, 7, zwei der Tangenten aus der Spitze s an db, sind, und 7,—T, = 0 die Glei- 
chung der Spitzentangente T ist. 

Von der Spitze s gehen an dn, sechs Tangenten e, T,, Ty Typ T,, Han deren Berührungspunkte t, fe tz, 
ty ty tg auf ®,, von einer Curve 3! Ordnung Il ausgeschnitten werden, die in s eine Spitze hat, und dieselbe 
Spitzenfangente T besitzt, wie P,. I ist die erste Polare von s für $,. Man kann daher P, anf 15 verschie- 
dene Arten auf die Form (21) bringen. 

Die Systeme vierfach berührender Kegelschnitte ergeben sich ans der Identität 


D, sn, RAET) HT UET eT EN) Ta Ae, T] 22) 
wobei 

I, = ta KKK t2 7 ntn T Ia e (23) 
ist. 


Das System [12] bestelt ans den Kegelschnitten 
= H 2 9 DR H < 1 m ; 2 Së 5 
E 22T RU E Men RH = 
die in den vier Punkten berühren, in welchen die Kegelsehnitte des Bischels 
“rt rn 7 rn rp u € E 
BR el (25) 
die b, 
Büschels berühren in s die Gerade T, ,, welche die Spitzentangente T von T, 7, harmonisch trennt. Von 
IL © RECH 
den vier Punkten des Quadrupels liegt keiner in s. 


noch schneiden, ausser den allen gemeinschaftlichen Punkten s, 2,4. Die Kegelschnitte dieses 


Die Kegelschnitte des Systems [12]’, welches zu [12] eonjungirt ist, haben die Gleichung 
E ee E a Ta RT eV Fe) 


aus welcher ersichtlich, dass sie alle durch s gehen, daher P nur noch in drei Punkten berühren. 
Der diese Tripel aussehneidende Büschel von Kegelschnitten, dessen Gleichung 


ZnT, Mpa N= o ip =U (27) 


ist, hat in s die Spitzentangente T zur gemeinschaftlichen Tangente und ?,, te sind seine weiteren Basis- 
punkte. Das System |12]’ enthält also nur eigentlich dreifach berührende Kegelsehnitte. 

Da es nun 15 verschiedene Formen (21) für die Curve Aler Ordnung mit einer Spitze gibt, so folgt: 

Die Cnrve Aer Ordnung mit einer Spitze hat nur 15 Systeme eigentlich vierfach berüh- 
render Kegelschnitte, In jedem dieser Systeme Il tritt das Tangentenpaar Ta T, ans der 
Spitze als ein Kegelschnitt anf. (Wir werden gleich selen, dass es dreifach zählt.) Die Kegel- 
schnitte, welehe die Qnadrupel des Systems jl aus s projieiren, gehen durch Lt, und 
berühren in s die Gerade Za, welehe die Spitzentangente T von Ta T, harmonisch trennt. 
Die zu diesen 15 Systemen conjungirten Systeme [iA enthalten Kegelschnitte, die durch s 
gehen und nur in drei weiteren Punkten die hb, berühren. Der Kegelschnittsbüschel, welcher 
diese Tripel ausschneidet, geht durch ti und berührt in s die Spitzentangente. Man zeigt, 
wie in der ersten Abtheilung in H sub 14. leicht, dass weiter keine Systeme berührender Kegelschnitte auf 
P, auftreten können. 

6. In jedem Systeme vierfach oder dreifach herührender Kegelschnitte treten Doppeltangenten auf, 

Betrachten wir zuerst das System |12/, dessen Kegelschnitte durch s gehen nnd dessen Tripel durch 
den Büsche] (27) ausgeschnitten werden, so treten in dem System vier Doppeltangenten gepaart mit den vier 
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Tangenten 7, Ty T,, 7, auf. Denn legt man den Kegelsehnitt des Biisehels (27) dureh einen der Punkte 
t; (i = 3, 4, 5, 6), so muss der zugehörige Kegelsehnitt des Systems (26) zerfallen in 7, welehe Gerade 
durch s geht, und eine zweite Gerade, welehe dn, in zwei Punkten berührt und nieht durch s geht, also eine 
Doppeltangente von P, ist. 

In dem System [12], dessen Gleichung (24) ist, treten ımr drei in Geradenpaare zerfallende Kegel- 
sehnitte auf. Denn die Diseriminante des Kegelsehnittes (24) liefert die Gleiehung 


ame = = 9 
gue an bald, (28) 


welche in p blos vom 3ta Grade wird, indem der Coëfficient von p* verschwindet. 

Die Diseriminante eines Kegelschnittes, dessen Coöffieienten von x im zweiten Grade abhängen, ist i. A. 
vom 6t Grade nnd man sieht also, dass fiir (28) x = 00 eine dreifache Wurzel wird, d.h. das Geraden- 
paar Tp 7, zählt in [12] als dreiin Geradenpaare zerfallende Kegelsehnitte. 

Die drei endlichen Wurzelwerthe von (23) liefern drei Geradenpaare des Systems [12] oder sechs 
Doppeltangenten von «P,, die von den obigen vier versehieden sein müssen. 

Die Curve p, kann aber ausser diesen zehn Doppeltangenten keine mehr besitzen. 
Denn sei D eine Doppeltangente von ®,, welehe in 9,0 die P, berührt, und X derjenige Kegelsehnitt, 
weleher dureh ò, 0°, tf und s bestimmt ist. Dann wird X entweder die Spitzentangente T berühren oder 
nicht berühren. 


Berührt X die Spitzentangente T, so wird er dn, nur mehr in einem Punkte selineiden nnd es wird in 
dem Büsehel Cnrven Aer Ordunng 


2,—M=0 


die Curve, welche mit 7, einen willkürlieben Punkt gemeinschaftlich hat, in die Geraden 7/, 7, und D zer- 
fallen müssen, überdies in die Tangente des Pnuktes, in welchem A die an, noeh schneidet. Diese Tangente 
muss aber dureh s gehen, da D nicht dureh s geht und T von allen Curven des Büsehels in s in drei zusam- 
menfallenden Punkten getroffen wird. Dann ist aber D mit der eben erwähnten Tangente aus s gepaart in 
dem System [12] enthalten, also eine der vier oben gefundenen Doppeltangenten. 

Berührt aber X die Spitzentangente T nicht, so schneidet er ®, noch in den Punkten Zu, d! und die 
Curve des Büsehels Air Ordnung 


bp 2k? = 0, 


welehe mit 7, einen Punkt gemeinsehaftlich hat, muss zerfallen in 7p, 7, D nnd die Gerade D' = Së, 
welehe p, in ô, 27 berühren muss, Dann ist aber D’ mit D zusammen ein Kegelschnitt des Systems |12], also 
DD’ ein Doppeltangentenpaar, das in [12] anftritt. 

Die zelın Doppeltangenten der Curve Aer Ordnnng mit einer Spitze ordnen sich daher in 
die 15 Systeme vierfach berühlrender Kegelselinitte derart ein, dass in jedem System drei 
Paare vorkommen. Die vier übrigen Doppeltangenten treten in dem eonjnngirten System 
dreifach berührender Kegelschnitte, gepaart mit vier Tangenten aus dem Doppel- 
punkte anf. 

T. Die Anorduung der Doppellangenten in die Systeme [?4]' dreifach berührender Kegelselmitte ergibt 
sich am einfachsten aus folgendem Satze: 

Legt man durch drei der Punkte t, einen Kegelsehnitt, weleher die Spitzentangente 
berührt, so sehneidet er dn, noch in zwei Pnnkten, die Berührungspunkte einer Doppel- 
taugente sind. Man erhält dieselben Punkte, wenn man den Kegelschnitt dureh die drei 
übrigen Punktet, legt, so dass er die Spitzentangente berührt. 
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Was den ersten Theil des Satzes anbelangt, so folgt er aus der Betrachtung in 6., die uns die vier 
Doppeltangenten in den Systemen dreifach berührender Kegelschnitte lieferte. Der zweite Theil der obigen 
Behauptung ergibt sich folgendermassen. 

Sei K der Kegelschnitt, weleher durch fo f,, & geht und die Spitzentangente T berührt, und A’ der- 
jenige, welcher X berührt und dureh ż,, ts, £, geht, dann muss eine Identität bestehen. 


De DE 


wo A eine Constante ist, und F, «ie sehon früher erwähnte erste Polare des Punktes s für ab, die durch ie t, 
ty ty fy f geht und T zur Spitzentangente hat. Denn eine Curve des Büschels dr —A KK = 0, welehe mit l 
noch einen Punkt gemeinschaftlich hat, mnss IT = O als Theil enthalten. Es ist mithin D = O eine Gerade, 
welche dureh die Selmittpunkte von K.K zu mit dn = 0 geht, die nicht auf I liegen. Ist mithin D eine 


Doppeltangente, so schneiden einander K und A’ auf dn, in den Berührungspunkten derselben. 


3 


Wir haben nun \/,.6.5.4 = 20 Combinationen zu dreien der sechs Tangenten 7;, die sich in 10 Paare 
so theilen, dass die zwei Gruppen eines jeden Paares alle sechs Tangenten 7; aufweisen. 

Die zehn Kegelschnittspaare, welehe durch die entsprechenden Punkte 4, gehen und die Spitzentangente 
T berühren, schneiden einander noeh auf d, in den Berührungspnunkten der zehn Doppeltangenten, 

Wir wollen diesen Ternen von te die Doppeltangenten in nachfolgender Art zuordnen: Es soll 


der Terne Je, f $3] und [Z, t; t] die Doppeltangente D, 
nm nm [é h t] 2 [é t; A ” D D, 
” H [é b t] a [és by t] H n D, 
” H [A d A ” [t ty d ’ D, 
2 H H tz d 2 [h A tel ” ? D; 
n ” [é bz d ” [fe d d D H De 
D H [é bz te] H [t by t] 2 ” D, 
” 2 lé gd LG n [t tz d H H D; 
” H [ó ty tol Ge [k b t] ” ” D, 
D ” [ó d tol zi [h tz tl n n Dio 


zugeordnet sein, 

S. Aus dieser Festsetzung ergibt sich auch in einfacher Weise die Anordnung der Doppeltangenten in 
die 15 Systeme dreifach berührender Kegelschnitte, sowie anch in die 15 Systeme vierfach berührender 
Kegelschnitte. 

Da die Berührungspunkte von D, mit it t auf einem Kegelschnitte liegen, der T in s berührt, so ist 
D, mit T, gepaart im System [127 mit 7,, im System [13/ und mit 7) im System [23]. Durch diese Ein- 
theilung erhält man folgende 


Tabelle IV. 

















Tel A Dı Dy Da . | D; ` De D; : Ji D, > | Di | 


In derselben sind die 7; mit D, derselben Zeile in dem System enthalten, dessen eharakteristische 
Zahlen über D; stehen. Also ist z. B. T, mit D, in [26! enthalten als ein dreifach berührender Kegelschnitt. 
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In jeder Columne, die die Bezeiehnung iA führt, treten vier Doppeltangenten auf, die sechs übrigen 
bilden drei in D) auftretende zerfallende Kegelsehnitte, und es handelt sich darum, die Anordnung der sechs 
Doppeltangenten in die drei Paare anzugeben. 

Niezu benützen wir folgenden leicht zu beweisenden Satz; Die sechs Punkte, welehe zwei Tripel 
bilden, in denen zwei Kegelsehnitte desselben Systems ER die ®, berühren, liegen auf 
einem Kegelschnitte, der dureh s geht. 

Nun liegt z.B. 7, mit D; und F, mit D, , in dem System [34), also geht dureh die Berührungspunkte von 
D; und D, , sowie s, #,, & ein Kegelschnitt und hieraus folgt, dass D,, D, , einen Kegelschnitt im Systeme [12] 
bilden. 

Man ersieht nun leicht folgende Regel: Mit T; und 7, liegen in derselben Zeile der Tabelle IV 
sechs Doppeltangeuten, die nntereinander in einer Columne stehen. Die untereinander 
stehenden bilden stets ein Paar im System [A]. Die sechs unter einander stehenden Tangenten 
liefern immer nur dieselben drei Paare, z. B. liefern die Zeilen von T, und 7, die drei Paare D; Dio De Po 
D,D,, welche im System [12] auftreten. 

Auf diese Art erhält man aus der Tabelle IV die nachstehende 5 


Tabelle V. 














[12] D; Do Defi De fe 
[13] DD D D, 
[14] D, Do DD DD 
[15] DD, D D Dh 
[16] Dd won. 
23] DD: D Dah 
[24] DD, Dba Dah 
[25] Die DoD D Da 
[26 DD E 
[34] DD, DD, 
[35] Dia Da won, 
[36 D, D; Ds Dy ` De Dio 
[45 Ds D} D; Dg Dy Dio 
46 Doi mD Daiwa 
[56 D; D, Da Dı De Dy 





In derselben stehen die drei Paare Doppeltangenten in derselben Zeile, wie die charakteristischen 
Zahlen des Systems vierfach berührender Kegelselnitte, in welchen dieselben drei Kegelschnitte darstellen. 

9. Jede Doppeltangente ist mit den neun übrigen in neun Systemen [iA] gepaart enthalten, mit den 
sechs Tangenten 7, tritt sie dann in den sechs Systemen [A/]’ gepaart auf, die zu den sechs übrigen der 
15 Systeme vierfach berührender Kegelschnitte eonjungirt sind. 

Dies folgt entweder aus den Tabellen IV und V oder durch directe Betrachtungen an der Curve P.. 

Durch die acht Berührungspunkte je zweier Paare von Doppeltangenten, die in demselben Systeme [ik] 
liegen, geht ein Kegelschnitt. Man erhält daher für jedes System drei solelıe Kezelsehnitte und da die vier 
Doppeltangenten dann in drei verschiedenen Systemen als zwei Paare auftreten, so gibt es nur 15 Kegel- 
schnitte, welehe durch acht Berührungspunkte von vier Doppeltangenten gehen. 

Quadrupel von Doppeltangenten, wie sie in der ersten Abtheilung in III sub 24. betrachtet wurden, 
kommen bei der Curve Aer Ordnung mit einer Spitze nicht vor. Es treten drei Doppeltangenten mit einer Tan- 
gente 7; aus der Spitze zusammen und bilden dann cin solches Quadrupel. Denn nimmt man zwei Doppel- 
tangenten D, Dy, die ein Paar in [iA] bilden, zusammen mit einem Paar aus [ik], welches aus einer dritten 
Doppeltangente P, und der Tangente 7; besteht, so bilden die sechs Berührungspunkte der drei 
Doppeltangenten der Punkt t nnd die Spitze s die acht Basispunkte eines Büschels von 
Curven 3t Ordnung e die in s die Spitzentaugente Z zur gemeinsehaftlichen Tangente 
besitzen. Die Curven y sehueiden jede der vier Geraden Da, Da, Dags Ta in je einem Punkte, 
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dem Berübrungspunkte eines Kegelschnittes ©, der durch die vier Geraden bestimmten 
Kegelschunitisschaar. Der Kegelschnitt © trifft noch in zwei Punkten «a, der y}, die auf dy 
liegen. 

Die Richtigkeit dieser Sätze ergibt sich dureh die analogen Betrachtungen, wie sie in der ersten 
Abtheilung in 11, snb 15. angestellt wurden, und die daher hier nicht wiederholt werden sollen. 

Man erkennt auch die Richtigkeit des folgenden Satzes: Beicht man die Kegelschnitte einer 
Schaar, welche vier feste Tangenten D D D T berühren, projectivisch auf die Strahlen 
eines Büselhels (s) wobei s anf T liegen möge, so erzengen dieselben mit dem Strahlen- 
büschel eine Curve Aer Ordnung, welcke in s eine Spitze hat, lür welche D, D. D” drei 
Doppeltangenten sind und T eine Tangente aus der Spitze an die Curve darstellt. Die 
Spitzentangente in s ist derjenige Strahl des Büschels (s), welcher dem Kegelschnitte der 
Schaar entspricht, der 7 in s berührt. 

Dass man jede Curve Aer Ordnung mit eimer Spitze auf diese Art erzeugen kann, folgt aus den eben 
gegebenen Sätzen fiber die Beschaffenheit der Quadrupel, in welche drei Doppeltangenten eingehen. Und 
„war kann man jede Curve anf 60 verschiedene Arten iu der obigen Weise erzeugen. Denn jedes System 1) 
liefert mit JET, dem conjungirten, 3.4 = 12 solcher Quadrupel von Geraden; da jedes der drei Paare von 
[ik] mit den vier Paaren von |i4] bildet ein solches Quadrupel. Nun ist aber jedes Quadrupel wieder in drei 
Systemen und den eonjungirten enthalten, so dass wir nur 1/,.12.15 = 60 Quadrupel von Geraden 
erhalten, die Schaaren von Kegelschnitten bestimmen, welche aus dn die al ausschneiden. 

Dem entsprechend lassen sich anch 60 eanonische Gleiehungstormen der ®, aufstellen, die anolog den 
Gleiehnngsformen (12) in der ersten Abtheilung I sub 7. sind, wobei statt 7, eine der vier Tangenten der 
Schaar zu nehmen ist. ; 

10. Die Curve db, besitzt ausser den 15 Systemen IEN, welche adjungirte dreifach berührende Kegel- 
schnitte sind, keine dreifach berührenden adjnngirte Kegelschnitte mehr. Denn in jedem solchen Systeme 
wüsste eine Tangente T; mit einer Doppeltangente D, oder Tangente 7; als speeieller Kegelschnitt auftreten. 
Die Tabelle IV zeigt aber, dass die Systeme IN alte diese Möglichkeiten erschöpfen. 

Wir haben bei der Curve 4° Ordnung p mit Doppelpunkt 16 Doppeltangenten, 30 Systeme vierfach und 
16 Systeme adjungirter dreifach berührender Kegelschnitte gelunden. Übergeht durch Ändermg der Constan- 
ten (indem, wie wir sahen, blos «3, = 1 wird) die Curve ® in die Curve bh, mit einer Spitze, so übergehen 
sechs Doppeltangenten in die sechs Tangenten 7; von der Spitze an die Curve. Von den 30 Systemen vier- 
fach berührender Kegelschnitie bleiben nur 15 Systeme erhalten. Die 15 übrigen fallen mit 15 von den 16 
dreifach berührenden adjungirten Kegelselmitten zusammen und das letzte 16!° System adjungirter dreifach 
berührender Kegelsehmitte übergeht in die doppelt gezählten Geraden durch die Spitze. 

Fasst man diess mit der Anmerkung am Ende der ersten Abtheilung zusammen, so ersicht man, dass, 
wenn dic allgemeine Curve Aer Ordnung übergeht in die Curve Aler Ordnung mit einer Spitze, 18 Doppeltan- 
genten in die sechs Tangenten 7; übergehen, jede also dreifach als Doppeltaugente zählt (was mit der in 6. 
gemachten Bemerkung übereinstimmt, dass 7, T, in jedem der Systeme [iA] dreimal zählend auftritt) und 
nur zelın Doppeltangenten bleiben als solche erhalten. 

Von den 65 Systemen vierfach berührender Kegelschnitte übergehen drei in den Büschel doppeltgezählter 
Geraden durch die Spitze, 45 übergehen in die 15 Systeme adjungirter dreifach berührender Kegelselinitte 
nnd nar 15 Systeme vierlach berührender Kegelschnitte bleiben erhalten. 





Denkschrifieu der malhern.-naturw.Cl. LIL Bd. Abhandlungen von Nichtiitgliederu. u 


154 Karl Bobek, Über Curven 4er Ordnung vom Geschlechte Zwei. 


Inhaltsverzeichniss. 





Seite 

Iwer 5 Ra SCH Hm HD A Eh ou no RE Ra ano e eren 2 

Erste Abtheilung. 
I. Erzeugung der Curve Arer Ordnung mit einem Doppelpunkte. . . . . ee RD 
lt. Die vierfach berührenden Kegelschnitte der Curve 4ter Orduung mit einem cu Eeer a ED 

Ul. Die Doppeltangenten der Curve Arer Ordnung mit einem Doppelpunkte . . . . SE. EE 
IV. Die adjungirten dreifach berührenden Kegelschnitte der Curve 4ter Ordnung ST einem EEGEN e AR 

Zweite Abtheilnng. 

Besondere Curven Aer Ordnung vom Geschlechte Zwei . 2.2... EE e Stahl 
I. Die Curve Aer Ordnung, welche im Doppelpnnkte einen Wordemokt ae EE e e Aë 
N. Die Curve Ater Ordnung, welche im Doppelpunkte zwei Wendepunkte bat. 147 

NT dire: Ae Ordinate giereg EE EE EE E Ee an e JI 


